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Resumo
Seja φ um automorfismo de ordem prima p de um grupo finito G. A estrutura
do subgrupo de pontos fixos CG(φ) de φ em G tem forte influeˆncia sobre a estrutura
de G. Por exemplo, sabemos que se CG(φ) = 1, enta˜o G e´ nilpotente com classe de
nilpoteˆncia limitada em termos de p [[10] e [25]].
E´ natural considerar que o centralizador CG(φ) satisfaz algumas condic¸o˜es, como
ter posto finito r, e analisar quais sa˜o as consequeˆncias sobre a estrutura de G.
Em [16] e´ apresentada a questa˜o de determinar se e´ verdade que, dado um grupo
finito nilpotente G admitindo um automorfismo φ de ordem prima p tal que CG(φ) tem
posto r, G sempre possui um subgrupo normal N tal que o posto de G/N e´ limitado
em termos de p e r somente e N possui classe de nilpoteˆncia limitada em func¸a˜o de p.
Em [24], que e´ a refereˆncia principal deste trabalho, Shumyatsky mostra que a
questa˜o posta antes possui resposta afirmativa no caso particular em que p = 2, ou
seja, quando φ e´ uma involuc¸a˜o.
Tambe´m se prova que, se eliminarmos a hipo´tese de G ser nilpotente, o posto do
centralizador CG(φ) da involuc¸a˜o φ continua tendo forte impacto sobre a estrutura de
um grupo G de ordem ı´mpar. Ale´m disso, em algumas situac¸o˜es e´ ate´ poss´ıvel limitar
o comprimento derivado de G em termos do posto de CG(φ).
Palavras-chave: Grupos Finitos, Automorfismos, Centralizadores.
Abstract
Let G be a finite group admitting an automorphism φ of prime order p. The
structure of the centralizer CG(φ) of φ in G has strong influence on the structure of G.
For instance, it is well-know that if CG(φ) = 1, then G is nilpotent of nilpotency class
bounded from above by a function of p [[10] and [25]].
It is natural to consider the situation when the centralizer CG(φ) satisfies some
conditions, as being of finite rank r, and ask what kind of consequences we get on the
structure of G.
In [16], the following problem is raised: given a finite nilpotent group G admitting
an automorphism φ of prime order p such that CG(φ) is of rank r, does this imply that
the group G possess a normal subgroup N such that the rank of G/N is bounded in
terms of p and r, and N has nilpotency class bounded from above by a fuction of p?
In [24], the main reference of this essay, Shumyatsky shows that the question above
has an affirmative answer in the particular case when p = 2, that is, when φ is an
involutory automorphism.
It is also proved that even if G is not nilpotent, the rank of the centralizer CG(φ)
of an involutory automorphism φ still has a strong impact on the structure of a group
G of odd order. Moreover, in some situations it is also possible to bound the derived
length of G in terms of the rank of CG(φ).
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Introduc¸a˜o
Seja G um grupo finito e considere φ um automorfismo de G de ordem prima p.
Existem muitos resultados na literatura que mostram como a estrutura do subgrupo
de pontos fixos CG(φ) de φ em G exerce forte influeˆncia sobre a estrutura do grupo G.
Por exemplo, se φ tem ordem dois, ou seja, se φ e´ uma involuc¸a˜o de G, e sabemos que
CG(φ) = 1, enta˜o G e´ abeliano. Esse e´ um resultado elementar que ja´ ilustra bem o
fenoˆmeno.
Outro exemplo cla´ssico e´ o famoso resultado, combinac¸a˜o dos trabalhos de J. G.
Thompson [25] e G. Higman [10], que nos fornece que se G e´ um grupo finito admitindo
um automorfismo φ de ordem prima p tal que CG(φ) = 1, enta˜o G e´ nilpotente com
classe de nilpoteˆncia limitada por uma func¸a˜o que depende apenas de p.
Impondo condic¸o˜es sobre a ordem de CG(φ), tambe´m e´ poss´ıvel obter importantes
consequeˆncias sobre a estrutura de G. A combinac¸a˜o dos trabalhos de Khukhro [13],
Fong [4] e Hartley e Meixner [9] leva ao seguinte resultado: se G e´ um grupo finito
admitindo um automorfismo φ de ordem prima p tal que |CG(φ)| ≤ m, enta˜o G possui
um subgrupo normal nilpotente N tal que o ı´ndice |G : N | e´ limitado por uma func¸a˜o
que depende apenas de m e de p e, ale´m disso, a classe de nilpoteˆncia de N e´ limitada
por uma func¸a˜o dependendo apenas de p. Mais em concreto, o trabalho de Fong [4]
mostra que o ı´ndice do radical solu´vel e´ limitado “mo´dulo” a classificac¸a˜o dos grupos
finitos simples, no artigo de Hartley e Meixner [9] se limita o ı´ndice do subgrupo de
Fitting no caso de um grupo solu´vel e em [13] Khukhro considera o caso particular dos
grupos nilpotentes. Notemos, tambe´m, que se φ for tomado de ordem p = 2, enta˜o
em [8] Hartley e Meixner mostram que, de fato, o subgrupo nilpotente N pode ser
escolhido como tendo classe de nilpoteˆncia, no ma´ximo, 2.
E´ natural pensar em impor outros tipos de restric¸o˜es sobre o centralizador CG(φ)
e analisar quais sa˜o as consequeˆncias disso sobre a estrutura de G. Por exemplo,
substituindo a condic¸a˜o de CG(φ) ter ordem limitada pela de CG(φ) ter o posto limitado,
podemos nos perguntar se existem resultados ana´logos aos enunciados anteriormente
para um grupo finito G admitindo um automorfismo φ de ordem prima. Assim, em [16]
Khukhro considera a seguinte questa˜o: dado um grupo finito nilpotente G admitindo
um automorfismo φ de ordem prima p tal que CG(φ) tem posto r, e´ verdade que G
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sempre possui um subgrupo normal N tal que o posto de G/N e´ limitado em termos
de p e de r e N possui classe de nilpoteˆncia limitada por uma func¸a˜o de p?
Dado um conjunto {a, b, c, ...} de paraˆmetros, dizemos que um nu´mero k e´ {a, b, c, ...}-
limitado se existe uma func¸a˜o f que depende apenas de {a, b, c, ...} tal que k ≤ f .
No artigo Involutory automorphisms of finite groups and their centralizers [24],
que e´ a principal refereˆncia deste trabalho, Shumyatsky mostra que a questa˜o posta
anteriormente possui resposta afirmativa quando φ e´ uma involuc¸a˜o, ou seja, quando
p = 2, obtendo o seguinte resultado.
Teorema A. Seja G um grupo finito nilpotente admitindo uma involuc¸a˜o φ tal que
CG(φ) tem posto r. Enta˜o G possui um subgrupo normal φ-invariante N com classe
de nipoteˆncia, no ma´ximo, 2 tal que o quociente G/N tem posto r-limitado.
Veremos que a teoria dos p-grupos powerful, introduzida pela primeira vez em [21]
por A. Lubotsky e A. Mann, desempenha um papel fundamental na demonstrac¸a˜o deste
resultado. A ideia para demonstrar o Teorema A e´, de fato, fazer uma reduc¸a˜o ao caso
em que G seja um p-grupo finito. Em seguida, se considera separadamente dois casos,
quando p = 2 e quando p e´ ı´mpar. Nesse u´ltimo caso, a teoria de p-grupos powerful
sera´ essencial para provar que se P e´ um p-grupo finito admitindo uma involuc¸a˜o φ tal
que P = [P, φ] e o posto rk(CP (φ)) ≤ r, enta˜o o posto de P e´ limitado em func¸a˜o de
r. A partir desse resultado, usando um argumento te´cnico, se chega a provar que G
possui as propriedades enunciadas no Teorema A.
Em [12], E. I. Khukhro e V. D. Mazurov observam que, em geral, dado um grupo
finito admitindo um automorfismo φ de ordem prima p tal que o posto rk(CG(φ)) ≤ r,
existem exemplos em que e´ imposs´ıvel limitar o posto do grupo quociente G/S(G),
onde S(G) e´ o radical solu´vel de G, ou seja, na˜o e´ poss´ıvel obter um resultado ana´logo
ao resultado de Fong [4] no caso em que se considera que CG(φ) tem posto limitado
e as ordens de G e de φ na˜o sa˜o coprimas. Ale´m disso, no mesmo artigo, os autores
provam um ana´logo ao resultado de Fong no caso em que as ordens de G e de φ sa˜o
coprimas, limitando o posto do quociente G/S(G) em func¸a˜o do posto de CG(φ) e da
ordem p do automorfismo φ.
Agora, se considerarmos grupos finitos de ordem ı´mpar e, portanto, solu´veis por
Feit-Thompson, em [24] Shumyatsky tambe´m fornece uma resposta completa mos-
trando como o centralizador CG(φ) de uma involuc¸a˜o φ continua tendo um forte im-
pacto na estrutura de G. O seguinte resultado e´ provado.
Teorema B. Seja G um grupo de ordem ı´mpar admitindo uma involuc¸a˜o φ tal que
rk(CG(φ)) ≤ r. Enta˜o rk([G, φ]′) e´ r-limitado.
Com esse resultado vemos que, se G e´ como nas hipo´teses acima, enta˜o G possui
uma se´rie normal 1 ≤ G1 ≤ G2 ≤ G tal que rk(G1) e´ r-limitado, G2/G1 e´ abeliano e
rk(G/G2) ≤ r, o que nos fornece uma estrutura bem detalhada do posto de G.
Introduc¸a˜o iv
Mais tarde, em [12], E. I. Khukhro e V. D. Mazurov consideram o caso de um grupo
solu´vel com um automorfismo φ de ordem p, onde p e´ um primo arbitra´rio, provando um
resultado ana´logo ao Teorema B, ou seja, que se G e´ um grupo finito solu´vel admitindo
um automorfismo φ de ordem prima p tal que CG(φ) tem posto r, enta˜o G possui dois
subgrupos caracter´ısticos R ≤ N ≤ G tais que N/R e´ nilpotente e G/N e R possuem,
ambos, posto {p, r}-limitado. Os autores tambe´m observam que nessa situac¸a˜o mais
geral, onde p e´ um primo qualquer, existem exemplos que mostram que e´ imposs´ıvel
limitar o posto do grupo quociente G/F (G), ou seja, que um resultado completamente
ana´logo ao teorema de Hartley-Meixner sobre a ordem de CG(φ) e´ imposs´ıvel de se
obter no caso em que se limita o posto de CG(φ).
Notamos que, nas condic¸o˜es do Teorema B, em geral na˜o e´ poss´ıvel limitar o com-
primento derivado de G em termos do posto do centralizador CG(φ). De fato, em [18],
Kova´cs e Wall nos fornecem um exemplo de um grupo finito G de ordem ı´mpar que
admite uma involuc¸a˜o φ tal que seu centralizador CG(φ) e´ c´ıclico, mas G possui com-
primento derivado arbitrariamente grande. Em vista desse exemplo e´ interessante ver
que, como consequeˆncia do Teorema B, em [24], Shumyatsky tambe´m mostra um resul-
tado que, em algumas codic¸o˜es espec´ıficas, permite limitar o comprimento derivado de
G em termos do posto de CG(φ). Mais em concreto, e´ mostrado o seguinte resultado.
Corola´rio C. Seja G um grupo finito admitindo um 2-automorfismo livre de pontos
fixos ψ. Seja φ a involuc¸a˜o de 〈ψ〉 e assuma que rk(CG(φ)) = r. Enta˜o, o comprimento
derivado de G e´ r-limitado.
Conclu´ımos observando que este trabalho esta´ dividido em cinco cap´ıtulos. No
Cap´ıtulo 1, daremos algumas definic¸o˜es e resultados preliminares que sera˜o utilizados
ao longo da dissertac¸a˜o. Ele esta´ dividido em quatro to´picos principais: grupos solu´veis,
grupos nilpotentes, automorfismos e ac¸a˜o coprima e, por u´ltimo, geradores e postos de
um grupo. No Cap´ıtulo 2, iremos apresentar a teoria de p-grupos finitos powerful. No
Cap´ıtulo 3, usando a teoria de p-grupos powerful, vamos desenvolver os fundamentos
te´cnicos para provar que se G e´ um p-grupo finito admitindo uma involuc¸a˜o φ tal que
G = [G, φ] e rk(CG(φ)) ≤ r, enta˜o o posto de G′ e´ r-limitado. O material apresentado
nesse cap´ıtulo sera´ fundamental para a prova do Teorema A, portanto nosso interesse
sera´ focalizado sobre grupos finitos nilpotentes. No Cap´ıtulo 4 iremos desenvolver uma
teoria ana´loga a` apresentada no Cap´ıtulo 3 para grupos finitos de ordem ı´mpar admi-
tindo uma involuc¸a˜o. Essa teoria sera´ usada mais tarde para demonstrar o Teorema
B. Por fim, no Cap´ıtulo 5, apresentaremos os principais resultados desta dissertac¸a˜o,
dando os detalhes das demonstrac¸o˜es dos Teorema A, Teorema B e Corola´rio C.
Cap´ıtulo 1
Preliminares
O objetivo deste cap´ıtulo e´ apresentar resultados e definic¸o˜es de Teoria de Grupos
que servira˜o de base para o trabalho. Assumiremos como conhecidos alguns resulta-
dos como os Teoremas do Isomorfismo, o Teorema de Sylow, o Teorema da Corres-
pondeˆncia, entre outros, assim como definic¸o˜es ba´sicas como as definic¸o˜es de grupo,
subgrupo, subgrupo normal, ı´ndice, entre outras. As principais refereˆncias utilizadas
aqui sera˜o os livros de D. Gorenstein [6] e de I. M. Isaacs [11]. E´ poss´ıvel encontrar
nessas refereˆncias todas as provas que sera˜o omitidas neste cap´ıtulo.
Iremos denotar por G um grupo finito, por |G| a ordem de G e, dado um elemento
x em G, o(g) sera´ a ordem de g. Ale´m disso, dada uma aplicac¸a˜o φ, usaremos na
maioria dos casos a “notac¸a˜o exponencial” xφ para indicar a imagem do elemento x
pela aplicac¸a˜o φ. Outras notac¸o˜es sera˜o introduzidas ao longo do trabalho, quando
necessa´rio.
1.1 Grupos Solu´veis
Dado um primo p, temos que um grupo G e´ dito um p-grupo se para todo elemento
g em G temos que a ordem de g e´ pα, para algum nu´mero natural α. Observe que, se
G e´ finito, enta˜o G e´ um p-grupo se, e somente se, |G| = pm, para algum m ∈ N.
Denotaremos por pi(G) o conjunto finito de todos os divisores primos da ordem de
um grupo finito G, ou seja
pi(G) = {p ∈ P | p divide |G|},
onde P e´ o conjunto de todos os primos.
Seja pi um conjunto de primos e n ∈ N. Dizemos que n e´ um pi-nu´mero se dado
qualquer primo p que divide n temos que p ∈ pi. Denotamos por pi′ o conjunto comple-
mentar de pi em P, ou seja, pi′ = P \ pi.
Definic¸a˜o 1.1. Seja G um grupo finito e pi um conjunto de primos.
1.1 Grupos Solu´veis 2
(i) Um subgrupo H de G e´ dito um pi-subgrupo de G se |H| e´ um pi-nu´mero.
(ii) Um subgrupo H de G e´ dito um pi-subgrupo de Hall de G se H e´ um pi-subgrupo
e |G : H| e´ um pi′-nu´mero.
Definic¸a˜o 1.2. Seja H um subgrupo de um grupo G. Definimos o “core” de H em G





onde, para todo x ∈ G, indicamos com Hx a imagem de H com respeito ao automor-
fismo interno de G induzido pela conjugac¸a˜o por x, ou seja Hx = {x−1hx | h ∈ H}.
Note que coreG(H) e´ o maior subgrupo normal de G contido em H. Ale´m disso, se
H e´ normal em G, enta˜o temos que coreG(H) = H.
Se considerarmos um qualquer p-subgrupo de Sylow de G e seu core em G, podemos
dar a seguinte definic¸a˜o.
Definic¸a˜o 1.3. Seja G um grupo finito e P um qualquer p-subgrupo de Sylow de G.
Definimos o p-core de G como sendo o subgrupo dado por







Temos que Op(G) e´ o maior p-subgrupo normal de G. Observe que Op(G) e´ ca-
racter´ıstico em G. Uma outra maneira, equivalente, de definir o subgrupo Op(G) e´ a
seguinte
Op(G) = 〈K / G | K e´ p-subgrupo 〉.
Observamos que para qualquer conjunto de primos pi e´ poss´ıvel generalizar a de-
finic¸a˜o acima, denotando por Opi(G) o maior pi-subgrupo normal de G. O subgrupo
Opi(G) e´ caracter´ıstico em G e, pela definic¸a˜o, segue que
Opi(G/Opi(G)) = 1.
Em particular, para qualquer primo p, temos que
Op(G/Op(G)) = 1.
Lema 1.4. Seja G um grupo finito e N um p-subgrupo normal de G. Temos que
Op(G/N) = Op(G)/N .
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Demonstrac¸a˜o: Considere o homomorfismo canoˆnico ϕ : G → G/N . Temos que
ϕ(Op(G)) = Op(G)/N . Dado K um p-subgrupo normal de G, pelo Teorema da Cor-
respondeˆncia, temos que KN/N / G/N e, como K e N sa˜o p-grupos, KN/N e´ um
p-subgrupo de G/N , logo, KN/N ≤ Op(G/N). Por outro lado, dado L/N um p-
subgrupo normal de G/N , pelo Teorema da Correspondeˆncia, segue que L/G e, como
N e´ um p-subgrupo de G, L e´ um p-subgrupo de G, portanto L ≤ Op(G) e, assim,
L/N ≤ Op(G)/N .





Note que F (G) e´ caracter´ıstico em G. Observaremos logo outras propriedades
importantes do subgrupo F (G).
Dizemos que um subgrupo pro´prio M de um grupo G e´ maximal se sempre que
M ≤ H ≤ G, ou M = H ou H = G e denotamos por M max G.
Se considerarmos a intersec¸a˜o de todos os subgrupos maximais em G obtemos o
seguinte subgrupo.





Se G na˜o possui subgrupos maximais, por convenc¸a˜o, Φ(G) = G.
Temos que Φ(G) e´ um subgrupo caracter´ıstico em G e que Φ(G) esta´ contido em
F (G). Notemos tambe´m que, em um grupo finito G, qualquer subgrupo pro´prio de G
esta´ sempre contido em um subgrupo maximal.
Definic¸a˜o 1.7. Seja G um grupo. Um elemento g de G e´ dito um na˜o-gerador de G
se sempre que G = 〈X, g〉, enta˜o G = 〈X〉, onde X e´ um subconjunto de G.
E´ poss´ıvel mostrar que podemos definir, de maneira equivalente, o subgrupo de
Frattini de G como sendo
Φ(G) = {g ∈ G | g e´ um na˜o gerador de G}.
Lembramos que, dados quaisquer dois elementos x e y em G, o comutador de x e y
e´ o elemento de G definido por
[x, y] = x−1y−1xy.
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No lema a seguir sera˜o apresentadas as principais propriedades dos comutadores de
um grupo, que sera˜o muito usadas durante este trabalho.
Lema 1.8. (Propriedades dos Comutadores) Seja G um grupo. Dados x, y, z ∈ G, sa˜o
verdadeiras as seguintes afirmac¸o˜es:
(i) [x, y] = x−1xy.
(ii) [xy, z] = [x, z]y[y, z].
(iii) [x, yz] = [x, z][x, y]z.
(iv) [x, y−1, z]y[y, z−1, x]z[z, x−1, y]x = 1.
(v) [x, z]y = [x, z][x, z, y].
(vi) yx = xy[y, x].
(vii) Para todo inteiro n ≥ 1, temos que
[xn, y] = [x, y]x
n−1
[x, y]x
n−2 · · · [x, y]x[x, y],
[x, yn] = [x, y][x, y]y · · · [x, y]yn−2 [x, y]yn−1.
Sejam A e B dois subgrupos de um grupo G. Podemos definir o comutador de A e
B como sendo o seguinte subgrupo de G:
[A,B] = 〈[a, b] | a ∈ A, b ∈ B〉,
gerado por todos os comutadores de elementos de A com elementos de B. Ale´m disso,
podemos definir recursivamente comutadores de mais elementos da seguinte maneira:
defina [x1] = x1 por convenc¸a˜o e
[x1, · · · , xn] = [[x1, · · · , xn−1], xn],
para todos x1, ..., xn ∈ G e n ≥ 2. Analogamente, se A1, ..., An sa˜o subgrupos de G,
definimos o subgrupo [A1, · · · , An] como sendo
[A1, · · · , An] = [[A1, · · · , An−1], An],
para todo n ≥ 2.
Seja G um grupo. Uma se´rie normal de G e´ dada por
1 = N0 ≤ N1 ≤ · · · ≤ Ns = G,
onde cada Ni e´ normal em G.
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Definic¸a˜o 1.9. Seja G um grupo. Dizemos que G e´ solu´vel se G possui uma se´rie
normal
1 = N0 ≤ N1 ≤ · · · ≤ Ns = G,
onde cada quociente Ni/Ni−1 e´ abeliano, para todo 1 ≤ i ≤ s.
Um caso particular de subgrupo comutador em G e´ obtido quando consideramos
A = B = G, obtendo o subgrupo derivado ou subgrupo comutador de G
G′ = [G,G] = 〈[x, y] | x, y ∈ G〉.
Assim, dado um grupo G, podemos definir a se´rie derivada de G, recursivamente, como
sendo
G(0) = G, G(1) = G′ = [G,G] e G(i) = [G(i−1), G(i−1)],
para todo i ≥ 2. Note que cada termo dessa se´rie e´ o subgrupo derivado do termo
anterior, logo todos os G(i) sa˜o subgrupos caracter´ısticos em G e que cada quociente
G(i)/G(i+1) e´ abeliano, para todo i ≥ 0. Em particular, a se´rie derivada de G e´ uma
se´rie normal de G com todos os fatores abelianos.
Podemos provar que G e´ solu´vel se, e somente se, existe um nu´mero m tal que o
m-e´simo termo da se´rie derivada de G e´ 1, ou seja, G(m) = 1. Ale´m disso, se G e´ um
grupo solu´vel, enta˜o, usando a se´rie derivada, podemos ver que todo subgrupo H de G
e´ solu´vel, que qualquer imagem homomo´rfica de G e´ solu´vel e que extenso˜es de grupos
solu´veis sa˜o solu´veis.
Definic¸a˜o 1.10. Seja G um grupo solu´vel. Definimos o comprimento derivado de G
como o menor inteiro m tal que o m-e´simo termo da se´rie derivada de G e´ trivial, ou
seja, G(m) = 1. Denotaremos o comprimeto derivado de G por dl(G).
Alguns resultados importantes para grupos solu´veis, que usaremos neste trabalho,
podem ser vistos no teorema a seguir. Os resultados apresentados sa˜o semelhantes
aos vistos nos Teoremas de Sylow, mas neste novo contexto os subgrupos de Sylow
sa˜o substitu´ıdos pelos pi-subgrupos de Hall. Esse teorema e´ considerado como uma
“extensa˜o” dos teoremas de Sylow para grupos solu´veis.
Teorema 1.11. (P. Hall) Seja G um grupo solu´vel finito. Enta˜o, sa˜o va´lidas as se-
guintes afirmac¸o˜es:
(i) Para todo conjunto de primos pi, existe um pi-subgrupo de Hall de G.
(ii) Fixado um conjunto de primos pi, todos os pi-subgrupos de Hall de G sa˜o conju-
gados.
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(iii) Se L e´ um pi-subrgupo de G, para algum conjunto de primos pi, enta˜o existe um
pi-subgrupo de Hall S de G tal que L ≤ S.
A demonstrac¸a˜o do teorema acima pode ser vista em [Theorem 2.1, [6]].
Como ja´ observamos, dados um primo p e um grupo G, denotamos por Op(G) o
u´nico maior p-subgrupo normal de G. Dado um grupo G e um nu´mero primo p que
divide a ordem de G, podemos definir a p-se´rie descendente de G como sendo a se´rie
1 ≤ Op′(G) ≤ Op′,p(G) ≤ Op′,p,p′(G) ≤ · · · ,
onde cada termo e´ definido, recursivamente, de modo que Op′(G) e´ o maior p
′-subgrupo
normal de G, Op′,p(G) e´ a imagem inversa de Op(G/Op′(G)) em G com respeito ao
homomorfismo canoˆnico G→ G/Op′(G). Assim, temos que
Op(G/Op′(G)) = Op′,p(G)/Op′(G).
De forma semelhante, Op′,p,p′(G) sera´ a imagem inversa de Op′(G/Op′,p(G)) em G e
assim por diante. Note que os termos dessa se´rie sa˜o caracter´ısticos em G e cada fator
e´ um p-grupo ou um p′-grupo.
Se G e´ um grupo finito solu´vel, temos que, para todo p primo que divide a ordem
de G, o u´ltimo termo da p-se´rie descendente sera´ igual a G. Com isso, podemos dar a
seguinte definic¸a˜o.
Definic¸a˜o 1.12. Seja G um grupo finito solu´vel. Definimos o p-comprimento de G
como sendo o nu´mero de fatores da p-se´rie descendente de G que sa˜o p-subgrupos.
Denotaremos o p-comprimento de G por lp(G).
Terminamos esta sec¸a˜o dedicada a grupos solu´veis enunciando o Teorema de Feit-
Thompson [2] que sera´ va´rias vezes usado ao longo deste trabalho, sem dar refereˆncia
expl´ıcita.
Teorema 1.13. Todo grupo finito de ordem ı´mpar e´ solu´vel.
1.2 Grupos Nilpotentes
Lembramos que, dado um grupo G, uma se´rie normal
1 = N0 ≤ N1 ≤ · · · ≤ Ns = G
de G e´ dita central se Ni/Ni−1 ≤ Z(G/Ni−1), para todo 1 ≤ i ≤ s.
Definic¸a˜o 1.14. Um grupo G e´ dito nilpotente se G possui uma se´rie central.
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Dado um grupo G, e´ poss´ıvel definir algumas se´ries espec´ıficas que nos ajudam a
determinar se um grupo e´ nilpotente. A primeira se´rie que veremos e´ chamada de
se´rie central ascendente de um grupo G e e´ definida, recursivamente, como Z0(G) = 1,
Z1(G) = Z(G) e Zi(G) e´ o u´nico subgrupo normal em G tal que
Zi(G)/Zi−1(G) = Z(G/Zi−1(G)),
para todo i ≥ 2.
Note que todos os termos dessa se´rie sa˜o caracter´ısticos em G. Por definic¸a˜o, e´
fa´cil ver que a se´rie central ascendente e´ uma se´rie central, mas nem sempre G sera´
um termo dessa se´rie. Podemos mostrar que um grupo G e´ nilpotente se, e somente
se, existe um inteiro s tal que Zs(G) = G.
O resultado a seguir nos fornece uma caracterizac¸a˜o dos termos da se´rie central
ascendente de um grupo G que, muitas vezes, sera´ usada em demonstrac¸o˜es, pois
atrave´s dela podemos ter uma ideia melhor de algumas propriedades espec´ıficas dos
elementos dos termos Zi(G) da se´rie.
Teorema 1.15. Seja G um grupo. Para todo n ≥ 1, o n-e´simo termo da se´rie central
ascendente de G e´ dado por
Zn(G) = {x ∈ G | [x, g1, ..., gn] = 1, ∀ g1, ..., gn ∈ G}.
Demonstrac¸a˜o: A prova e´ feita por induc¸a˜o sobre n. Para n = 1, temos que Z1(G) =
Z(G). Considere, enta˜o, que n > 1 e que para todo k < n temos que Zk(G) = {x ∈
G|[x, g1, ..., gk] = 1, ∀ g1, ..., gk ∈ G}. Agora, Zn(G) e´ o u´nico subgrupo normal de G
tal que Zn(G)/Zn−1(G) = Z(G/Zn−1(G)), logo, dado x ∈ Zn(G) e g ∈ G temos que
[x, g] ∈ Zn−1(G), assim, por hipo´tese de induc¸a˜o, temos que
[[x, g], g1, ..., gn−1] = [x, g, g1, ..., gn−1] = 1,
para quaisquer elementos g1, ..., gn de G. Como vale para todo x ∈ Zn(G) e para todo
g ∈ G, segue que
Zn(G) = {x ∈ G|[x, g1, ..., gn] = 1, ∀ g1, ..., gn ∈ G},
como quer´ıamos.
Definic¸a˜o 1.16. Seja G um grupo nilpotente. O menor natural s tal que Zs(G) = G
e´ chamado de classe de nilpoteˆncia de G e e´ denotado por cl(G).
Usando novamente subgrupos comutadores, podemos definir uma segunda se´rie im-
portante para o estudo de grupo nilpotentes que e´ chamada de se´rie central descendente.
Mais precisamente, se define:
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γ1(G) = G, γ2(G) = G
′ = [G,G] e γi+1(G) = [γi(G), G],
para todo i ≥ 2.
Da mesma maneira, temos que todos os termos γi(G) da se´rie central descendente
sa˜o caracter´ısticos em G. Ale´m disso, podemos mostrar que um grupo G e´ nilpotente
se, e somente se, existe um nu´mero m tal que γm+1(G) = 1. O menor m com essa
propriedade coincide com a classe de nilpoteˆncia de G, assim, as duas se´ries, central
ascendente e descendente, de um grupo nilpotente possuem o mesmo comprimento.
Teorema 1.17. Seja G um grupo. Para todo n ≥ 1, o n-e´simo termo da se´rie central
descendente de G e´ dado por
γn(G) = 〈[g1, ..., gn] | g1, ..., gn ∈ G〉.
O teorema acima e´ provado de forma ana´loga ao Teorema 1.15, usando induc¸a˜o
sobre n.
Corola´rio 1.18. Seja G um grupo. Para todo i ∈ N, temos que [Zi(G), γi(G)] = 1.
A demonstrac¸a˜o do Corola´rio 1.18 segue diretamente, por induc¸a˜o sobre i, das
caracterizac¸o˜es dadas nos Teorema 1.15 e Teorema 1.17.
Observamos que subgrupos e imagens homomo´rficas de grupos nilpotentes sa˜o
tambe´m nilpotentes. A seguir veremos uma caracterizac¸a˜o dos grupos finitos nilpo-
tentes.
Teorema 1.19. Seja G um grupo finito. As seguintes afirmac¸o˜es sa˜o equivalentes:
(i) G e´ nilpotente.
(ii) Se H e´ um subgrupo pro´prio de G, enta˜o H esta´ contido propriamente em NG(H).
(iii) Todo subgrupo maximal de G e´ normal.
(iv) Todo p-subgrupo de Sylow de G e´ normal.
(v) G e´ o produto direto de seus subgrupos de Sylow.
Uma propriedade muito u´til de p-grupos finitos pode ser vista no seguinte resultado.
Lema 1.20. Sejam P um p-grupo finito e 1 6= N / P . Enta˜o N ∩ Z(P ) 6= 1. Em
particular, se P 6= 1, enta˜o Z(P ) 6= 1.
Do lema acima e´ fa´cil provar que todo p-grupo finito e´ nilpotente.
Lembrando que o subgrupo de Fitting de um grupo finito G e´ dado por





vemos que F (G) e´ o maior subgrupo normal nilpotente em G.
A demonstrac¸a˜o do resultado que veremos a seguir sera´ omitida, mas sua prova
pode ser vista em [Corollary 3.13, [15]].
Lema 1.21. Suponha que G e´ um grupo nilpotente de classe c. Enta˜o, para todo g em
G, a classe de nilpoteˆncia do subgrupo 〈g, [G,G]〉 e´, no ma´ximo, c− 1.
Obviamente os grupos nilpotentes de classe 1 sa˜o exatamente os grupos abelianos.
Os grupos nilpotentes de classe 2 possuem va´rias propriedades semelhantes com as dos
grupos abelianos. Por exemplo, em um grupo abeliano G, dados x e y em G, temos
que
(xy)n = xnyn,
para todo n ≥ 1. Nos grupos nilpotentes de classe 2 temos a seguinte ana´loga propri-
edade.
Teorema 1.22. Seja G um grupo nilpotente com classe de nilpoteˆncia 2, enta˜o
(xy)n = xnyn[x, y]
n(n−1)
2 ,
para todo n ≥ 1.
Demonstrac¸a˜o: Faremos a prova por induc¸a˜o sobre n. Sejam x e y elementos quais-
quer de G. Para n = 1 o resultado e´ trivial. Suponha, enta˜o, que n ≥ 2 e que para
todo k < n vale que
(xy)k = xkyk[y, x]
k(k−1)
2 .
Temos que (xy)n = (xy)n−1(xy), mas, por hipo´tese de induc¸a˜o, segue que
(xy)n = xn−1yn−1[y, x]
(n−1)(n−2)
2 (xy).
Como G tem classe de nilpoteˆncia 2, temos que [G′, G] = [G,G,G] = 1, logo obtemos
que G′ ≤ Z(G). Assim,
(xy)n = xn−1yn−1xy[y, x]
(n−1)(n−2)
2 = xn−1xyn−1[yn−1, x]y[y, x]
(n−1)(n−2)
2 ,
pelo Lema 1.8 (vi). Agora, pelo item (vii) desse mesmo lema, segue que
(xy)n = xnyn[y, x]y
n−2 · · · [y, x]y[y, x][y, x] (n−1)(n−2)2 .
Portanto, como G′ esta´ em Z(G), temos, por fim, que
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1.3 Automorfismos e Ac¸a˜o Coprima
Dados um grupo G e um conjunto na˜o vazio Ω, uma ac¸a˜o de G sobre Ω esta´ definida
quando, para cada g ∈ G e α ∈ Ω, existe um u´nico elemento αg ∈ Ω tal que as seguintes
condic¸o˜es sa˜o satisfeitas:
(i) ∀ α ∈ Ω, α1 = α;
(ii) ∀ α ∈ Ω e ∀ g, h ∈ G, (αg)h = αgh.
Nesse caso, dizemos que G age em Ω. Dizemos que a ac¸a˜o e´ fiel, ou que G age fielmente
em Ω, se a identidade de G e´ o u´nico elemento g ∈ G tal que αg = α ∀ α ∈ Ω.
Dada uma ac¸a˜o de um grupo G em um conjunto na˜o vazio Ω, podemos definir, para
todo α ∈ Ω, o estabilizador de α em G por
Gα = {g ∈ G|αg = α},
que e´ um subgrupo de G, e a o´rbita de α e´ definida como sendo o subconjunto de Ω
dado por
Oα = {αg|g ∈ G}.
Dizemos que um elemento g ∈ G fixa α se αg = α e consideramos o nu´cleo da ac¸a˜o
como sendo o subconjunto de G composto pelos elementos que fixam todo α em Ω.
Para cada g ∈ G podemos definir pig : Ω→ Ω por α 7−→ αg, onde αg e´ o resultado
da ac¸a˜o de g em α. Observe que pig ∈ Sym(Ω) e a aplicac¸a˜o ϕ : G → Sym(Ω) dada
por g 7−→ pig e´ um homomorfismo onde o kernel e´ igual ao nu´cleo da ac¸a˜o. Assim, se
K e´ o nu´cleo da ac¸a˜o de G em Ω, temos que K / G e G/K e´ isomorfo a um subgrupo
de Sym(Ω).
Teorema 1.23. Seja G um grupo agindo sobre um conjunto Ω e considere O uma
o´rbita dessa ac¸a˜o. Tome α ∈ O e H = Gα. Enta˜o existe uma bijec¸a˜o entre O e
{Hx|x ∈ G}. Em particular, temos que
|O| = |G : Gα|.
Se G e´ finito temos que
|O| = |G||Gα| .
Por exemplo, se considerarmos a ac¸a˜o por conjugac¸a˜o de um grupo G nele mesmo,
dado x em G, temos que o estabilizador Gx de x e´ o centralizador CG(x) de x em G e
a o´rbita de x coincide com sua classe de conjugac¸a˜o K. Assim, obtemos que
|K| = |G : CG(x)|.
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Sejam, agora, H e N dois grupos e considere que H age sobre N como conjunto.
Sendo N um grupo, e´ natural pedir que, para todo h em H a aplicac¸a˜o pih : N → N
que define a ac¸a˜o do elemento h em N seja de fato um automorfismo de N , ou seja,
que
pih(n1n2) = pih(n1)pih(n2),
para todo n1, n2 ∈ N . Portanto, dizemos que H age por automorfismos sobre N se
a ac¸a˜o for determinada por um homomorfismo ϕ : H → Aut(N). Note que cada
homomorfismo ϕ : H → Aut(N) define obviamente uma ac¸a˜o via automorfismos de H
sobre N .
Suponha que G e´ o produto G = NH de um subgrupo normal N por um subgrupo
H, onde H ∩N = 1. Enta˜o, G e´ dito o produto semidireto interno de N por H. Nesse
caso, cada elemento g de G possui uma u´nica representac¸a˜o da forma g = nh, com
n em N e h em H. Ale´m disso, como N e´ normal em G, cada elemento h de H age
em N por conjugac¸a˜o induzindo, assim, um automorfismo ϕ(h) de N . Assim, temos
que a aplicac¸a˜o ϕ : H → AutN que leva cada h ∈ H no automorfismo ϕ(h) e´ um
homomorfismo.
Reciprocamente, suponha que um grupo H age por automorfismos sobre N , enta˜o
existe um homomorfismo ϕ : H → AutN . Assim, podemos formar o produto semidireto
externo de H e N , que denotamos por N oH, que e´ composto pelo conjunto N oH =
{(n, h) | n ∈ N, h ∈ H} com a multiplicac¸a˜o definida da seguinte forma
(n1, h1)(n2, h2) = (n1n
ϕ(h−11 )
2 , h1h2).
Temos que N oH e´ um grupo com a operac¸a˜o definida acima. A estrutura do grupo
N oH depende de N , H e do homomorfismo ϕ.
Temos que o subconjunto Nˆ = {(n, 1) | n ∈ N} e´ um subgrupo normal de G =
NoH isomorfo a N e Hˆ = {(1, h) | h ∈ H} e´ um subgrupo de G isomorfo a H. Temos,
tambe´m, que G = NˆHˆ e Nˆ ∩ Hˆ = 1. Logo, N oH e´ o produto semidireto interno de
Nˆ e Hˆ. Com isso, e´ natural identificar Nˆ por N e Hˆ por H e considerar H e N como
subgrupos de N oH. Sob essa identificac¸a˜o, a ac¸a˜o de conjugac¸a˜o de h ∈ H sobre N
coincide com o automorfismo ϕ(h), ou seja, para todo n em N , temos que
h−1nh = (1, h−1)(n, 1)(1, h) = (nϕ(h), h−1)(1, h) = (nϕ(h), 1) = nϕ(h),
o que justifica denotarmos por nh o elemento nϕ(h).
Assim, qualquer produto semidireto externo pode ser visto como um produto semi-
direto interno. O inverso vale tambe´m e esse “equivaleˆncia” entre produto semidireto
interno e externo e´ “livremente” usada.
Em particular, o grupo Aut(G) e´ considerado como um subgrupo de GoAut(G) e,
mais em geral, se um grupo A age por automorfismos sobre um grupo G, consideramos
A como um subgrupo do produto semidireto Go A.
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Lembramos que se A e´ um grupo que age por automorfismos em um grupo G, a
ac¸a˜o e´ dita coprima se (|A|, |G|) = 1.
Dado um grupo G e um automorfismo φ de G, definimos o subgrupo de pontos fixos
de φ em G como sendo o subgrupo dado por
CG(φ) = {g ∈ G|gφ = g}.
Ale´m disso, usaremos [G, φ] para denotar o subgrupo
[G, φ] = 〈x−1xφ|x ∈ G〉
e, por consequeˆncia, se A e´ um grupo que age por automorfismos sobre G, definimos
[G,A] = 〈[G, φ] | φ ∈ A〉.
Dado um automorfismo φ de G, um subgrupo H de G e´ dito φ-invariante se Hφ = H
ou, em outras palavras, se [H,φ] ≤ H.
Dados um grupo G, φ um automorfismo de G e N um subgrupo normal φ-invariante
de G, podemos considerar a aplicac¸a˜o φ¯ induzida por φ sobre o quociente G/N , definida
por
(gN)φ¯ = Ngφ.
Sendo N φ-invariante, temos que φ¯ e´ bem definido e e´, de fato, um automorfismo
de G/N . Chamamos φ¯ de automorfismo induzido e usaremos um abuso de notac¸a˜o
denotando φ¯ apenas por φ, na maioria das vezes.
O pro´ximo resultado nos fornece uma estimativa de nu´mero de pontos fixos de φ¯
com respeito ao nu´mero de pontos fixos de φ. Veremos mais a frente que, no caso em
que a ordem de φ e´ coprima a` ordem de N, enta˜o e´ poss´ıvel dar ainda mais informac¸o˜es.
Teorema 1.24. Sejam G um grupo finito, ϕ um automorfismo de G e N um subgrupo
normal ϕ-invariante de G. Enta˜o
|CG/N(ϕ)| ≤ |CG(ϕ)|.
Demonstrac¸a˜o: Note que, para qualquer grupo H e qualquer auomorfismo ψ ∈
Aut(H), temos que o nu´mero de elementos da forma x−1xψ, com x ∈ H, e´ igual a
|H : CH(ψ)|. Mais precisamente, a func¸a˜o xCH(ψ) 7−→ x−1xψ e´ uma correspondeˆncia
injetiva entre o conjunto {x−1xψ|x ∈ H} e o conjunto de classes laterais a` esquerda de
CH(ψ). Note que essa correspondeˆncia e´ bem definida e injetiva, pois x
−1xψ = y−1yψ
e isso acontece se, e somente se, yx−1 = yψ(xψ)−1 = (yx−1)ψ e isso vale se, e so´ se,
yx−1 ∈ CH(ψ).
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Agora, elementos da forma g¯−1g¯ψ com g¯ = gN ∈ G/N sa˜o imagens de elementos da
forma g−1gψ de G pelo homomorfismo canoˆnico de G em G/N . Cada classe lateral
g¯−1g¯ψ de N conte´m, no ma´ximo, |N | elementos da forma g−1gψ e cada elemento dessa
forma esta´ contido na classe lateral g¯−1g¯ψ. Enta˜o
|{g−1gψ|g ∈ G}| ≤ |N ||{g¯−1g¯ψ|g¯ ∈ G/N}|.
Mas
|G/N : CG/N(ψ)| = |{g¯−1g¯ψ|g¯ ∈ G/N}| e |G : CG(ψ)| = |{g−1gψ|g ∈ G}|.
Logo,
|G : CG(ψ)| = |G||CG(ψ)| ≤ |N |
|G/N |











Para os pro´ximos resultados precisaremos da seguinte definic¸a˜o
Definic¸a˜o 1.25. Um automorfismo φ de um grupo G e´ dito livre de pontos fixos se
CG(φ) = 1.
Similarmente, um grupo de automorfismos A de G e´ dito livre de pontos fixos se
CG(A) = 1.
Observe que um automorfismo φ e´ livre de pontos fixos se, e somente se, 〈φ〉 e´ um
grupo de automorfismos livres de pontos fixos.
Os resultados a seguir teˆm como objetivo dar va´rias propriedades dos automorfismos
livres de pontos fixos de um grupo G em relac¸a˜o aos elementos de G.
Lema 1.26. Sejam n um inteiro, com n ≥ 1, e φ um automorfismo livre de pontos
fixos de G de ordem n. Enta˜o, temos que:
(i) Todo elemento de G pode ser expresso na forma x−1xφ e na forma xφx−1 para
algum x em G adequado.
(ii) Para todo x ∈ G, temos que
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xxφ · · ·xφn−1 = xφn−1 · · ·xφx = 1.
Demonstrac¸a˜o: Se x−1xφ = y−1yφ para x, y ∈ G, enta˜o xφ = xy−1yφ, assim
xφ(yφ)−1 = xy−1 e disso segue que
xy−1 = (xy−1)φ.
Logo, como φ e´ um automorfismo livre de pontos fixos de G, temos que xy−1 = 1,
assim x = y. Portanto, o nu´mero de elementos em G da forma x−1xφ e´ igual a` ordem
de G, logo, todos os elementos de G podem ser expressos nessa forma. De maneira
ana´loga, provamos que todo elemento de G pode ser expresso na forma xφx−1, o que
conclui a prova do item (i).
Agora, dado x ∈ G, temos que x = y−1yφ para algum y em G, enta˜o





)−1 · · · yφn−1(yφn−1)−1yφn = y−1yφn = y−1y = 1,
pois φ tem ordem n. Provamos de forma ana´loga que xφ
n−1 · · ·xφx = 1, concluindo a
prova de (ii).
Definic¸a˜o 1.27. Dizemos que φ e´ uma involuc¸a˜o de um grupo G se φ e´ um automor-
fismo de G de ordem dois.
Teorema 1.28. Se φ e´ uma involuc¸a˜o de G livre de pontos fixos, enta˜o G e´ abeliano
e xφ = x−1 para todo x em G.
Demonstrac¸a˜o: Pelo Lema 1.26 (ii), como φ tem ordem 2, temos que xxφ = 1, enta˜o
xφ = x−1 para todo x ∈ G. Agora, dados x e y elementos arbitra´rios em G temos que
(xy)−1 = (xy)φ = xφyφ = x−1y−1,
assim
y−1x−1 = x−1y−1,
portanto, G e´ abeliano, como quer´ıamos.
Teorema 1.29. Se A e´ um p-grupo de automorfismos de G tal que CG(A) = 1, enta˜o
G e´ um p′-grupo.
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Demonstrac¸a˜o: Considere G∗ o produto semidireto de G por A e seja P ∗ um p-
subgrupo de Sylow de G∗ que conte´m A. Temos que P = P ∗ ∩G e´ um p-subgrupo de
Sylow de G, ja´ que G e´ normal em G∗. Suponha que P 6= 1.
Como P e´ normal em P ∗, pelo Lema 1.20, temos que P ∩ Z(P ∗) 6= 1. Mas A
centraliza P ∩ Z(P ∗), o que e´ uma contradic¸a˜o com a hipo´tese de que CG(A) = 1.
Portanto, temos que, necessariamente, P = 1 e disso segue que G e´ um p′-grupo.
A demonstrac¸a˜o do teorema a seguir sera´ omitida, mas pode ser vista em [Theorem
5.2.3, [6]].
Teorema 1.30. Seja A um p′-grupo de automorfismos de um grupo abeliano P . Enta˜o
P = CP (A)× [P,A].
Nosso pro´ximo objetivo sera´ dar uma versa˜o ana´loga ao Teorema 1.30 no caso em
que P seja um p-grupo arbitra´rio (na˜o necessariamente abeliano).
Sejam G um grupo, A um subgrupo de Aut(G) e
G = G0 ≥ G1 ≥ · · · ≥ Gn = 1
uma se´rie normal de G. Dizemos que A estabiliza a se´rie dada se todos os termos Gi
sa˜o A-invariantes e A age trivialmente em cada fator Gi−1/Gi, para todo 1 ≤ i ≤ n.
E´ imediato da definic¸a˜o acima o seguinte lema.
Lema 1.31. Um subgrupo A de Aut(G) estabiliza a se´rie normal
G = G0 ≥ G1 ≥ · · · ≥ Gn = 1
se, e somente se, A normaliza cada Gi e [Gi, A] ≤ Gi+1, para todo 0 ≤ i ≤ n− 1.
Demonstrac¸a˜o: Denotaremos por G¯i = Gi/Gi+1 e por x¯ a imagem em G¯i do elemento
x pertencente a Gi. Temos que A estabiliza a se´rie dada se A normaliza cada Gi e
(x¯)φ = x¯, para todo x¯ em G¯i e φ em A, onde 0 ≤ i ≤ n − 1. Logo, (x¯)φ = x¯ e´
quivalente a ter x¯−1(x¯)φ = 1¯, para todo x¯ ∈ G¯i, ou seja, que [x, φ] esta´ em Gi+1 e,
assim, o lema segue.
Teorema 1.32. Seja A um p′-grupo de automorfismos de um p-grupo P que estabiliza
alguma se´rie normal de P . Enta˜o A = 1.
Demonstrac¸a˜o: Seja
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P = P0 ≥ P1 ≥ · · · ≥ Pn = 1
a se´rie normal de P que e´ estabilizada por A. Faremos induc¸a˜o sobre n. Se n = 1,
temos a se´rie P = P0 ≥ P1 = 1, assim, como A estabiliza essa se´rie, obtemos que
[P,A] = 1 e A age trivialmente sobre P . Mas A e´ um p′-subgrupo de Aut(P ), enta˜o
temos que A = 1. Suponha, enta˜o, que n > 1 e que para toda k < n o resultado e´
verdadeiro.
Como A estabiliza a se´rie dada, temos que cada termo Pi da se´rie e´ A-invariante,
logo A induz um grupo de automorfismos em P1 e estabiliza a se´rie normal P1 ≥ P2 ≥
· · · ≥ Pn = 1 de P1 e, assim, por hipo´tese de induc¸a˜o, A age trivialmente em P1. Mas,
temos que A age trivialmente em P/P1, por hipo´tese. Logo, [x, φ] ∈ P1, para todo x
em P e φ em A, o que nos fornece que xφ = xz, para algum z em P1. Portanto, como
φ age trivialmente em P1, obtemos que
xφ
2
= (xz)φ = xφzφ = (xz)z = xz2
e conclu´ımos facilmente, por induc¸a˜o sobre i, que xφ
i
= xzi, para todo i ≥ 1. Em




o que nos fornece que zm = 1. Agora, (m, p) = 1, pois A e´ um p′-grupo, logo z = 1, ja´
que z e´ um p-elemento. Portanto, xφ = x, para todo x em P e para todo φ em A e,
assim, segue que [P,A] = 1, ou seja, A age trivialmente sobre P e temos que A = 1,
como quer´ıamos.
Teorema 1.33. Se A e´ um p′-grupo de automorfismos de um p-grupo P , enta˜o P =
CH, onde C = CP (A) e H = [P,A]. Em particular, se H ≤ Φ(P ), enta˜o A = 1.
Demonstrac¸a˜o: Considere, primeiro, o caso em que H ≤ Z(P ) e, dado φ em A,
defina a func¸a˜o αφ de P em P como sendo αφ(x) = x
−1xφ, para todo x em P . Para x
e y elementos arbitra´rios em P , temos que
αφ(xy) = (xy)
−1(xy)φ = y−1(x−1xφ)yφ = x−1xφy−1yφ,
pois x−1xφ esta´ em H que estamos suponto esta´ contido em Z(P ). Enta˜o, αφ(xy) =
αφ(x)αφ(y) e disso segue que αφ e´ um endomorfismo de P , para todo φ em A. Note
que, o nu´cleo de αφ e´ precisamente CP (φ) e sua imagem esta´ contida em H. Como
H ≤ Z(P ), obtemos que αφ e´ uma func¸a˜o de P em um grupo abeliano, pois
Im(αφ) = {x−1xφ | x ∈ P} ≤ [P,A] = H ≤ Z(P )
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e P ′ = [P, P ] esta´ contido no nu´cleo de αφ. Disso segue que P ′ esta´ contido em CP (φ),
para todo φ em A e, assim, conclu´ımos que P ′ ≤ C.
Agora, sejam P¯ = P/P ′, C¯ = CP¯ (A) e H¯ = [P¯ , A]. Como P¯ e´ abeliano, pelo
Teorema 1.30, temos que P¯ = C¯ × H¯. Note que H¯ e´ a imagem de H em P¯ . Logo,
P = C1H, onde C1 denota a imagem inversa de C¯ em P . Mas, A age trivialmente em
P ′ e em C¯, logo A estabiliza a se´rie C1 ≥ P ′ ≥ 1 e, pelo Teorema 1.32, segue que A
age trivialmente em C1. Portanto, C1 ≤ C e, assim, P = CH.
Suponha, enta˜o, que H na˜o esta´ contido em Z(P ), logo, certamente, temos que
H 6= 1. Como H e´ normal em P , ja´ que [P,A] / 〈P,A〉 = P o A, e P e´ um p-grupo,
pelo Lema 1.20, temos que K = H ∩ Z(P ) 6= 1. Note que K e´ A-invariante, ja´ que H
e´ A-invariante. Defina
D = 〈x ∈ P | [x,A] ≤ K〉.
Claramente CP (A) ≤ D. Sejam P¯ = P/K, C¯ = CP¯ (A) e H¯ = [P¯ , A]. Se x esta´ em P e
[x,A] ≤ K, enta˜ A centraliza a imagem de x em P¯ . Logo, pela definic¸a˜o de D, obtemos
que D e´ levado em C¯ pelo homomorfismo canoˆnico de P em P¯ . Reciprocamente, se
x¯ ∈ C¯, enta˜o [x¯, A] = 1¯ e [x,A] ≤ K para todo representante x de x¯ em P . Enta˜o, x
esta´ em D e conclu´ımos que C¯ e´ a imagem de D em P¯ . Por outro lado, tambe´m temos
que H¯ e´ a imagem de H em P¯ .
Como K 6= 1, temos que |P¯ | < |P |, assim, por hipo´tese de induc¸a˜o sobre |P |,
obtemos que P¯ = C¯H¯. Logo, pelo visto no para´grafo anterior, temos que P = DH. Se
[x,A] ≤ K, para todo x em P , ou seja, se P = D, enta˜o H ≤ K ≤ Z(P ), o que e´ uma
contradic¸a˜o. Assim, D esta´ contido propriamente em P . Observe que D e´ A-invariante,
pois K e C¯ sa˜o ambos A-invariantes. Portanto, por hipo´tese de induc¸a˜o e usando o
fato de que C ≤ D, obtemos que D = C[D,A]. Com isso, como [D,A] ≤ H = [P,A] e
P = DH, conclu´ımos a prova para o caso em que H na˜o esta´ contido em Z(P ).
Finalmente, se H esta´ em Φ(P ), enta˜o P = CΦ(P ) = C e disso segue que A = 1.
Do Teorema 1.33 obtemos a seguinte propriedade que sera´ bastante u´til nas de-
monstrac¸o˜es futuras.
Corola´rio 1.34. Se A e´ um p′-grupo de automorfismos de um p-grupo P , enta˜o
[P,A,A] = [P,A].
Em particular, se [P,A,A] = 1, enta˜o A = 1.
Demonstrac¸a˜o: Sejam H = [P,A], H1 = [H,A] = [P,A,A] e C = CP (A). Temos que
H, H1 e C sa˜o todos A-invariantes. Aplicando o Teorema 1.33 em P e em H, obtemos
que P = CH e H = (H ∩ C)H1, logo P = CH1. Assim, para todo x em P , podemos
escrever x = yz, onde y ∈ C e z ∈ H1 e disso segue que
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x−1xφ = z−1y−1yφzφ = z−1zφ,
para todo φ em A. Mas, z−1zφ esta´ em H1, ja´ que z ∈ H1 e H1 e´ A-invariante. Disso
conclu´ımos, pela definic¸a˜o de H, que H ≤ H1. Por outro lado, H1 = [H,A] ≤ [P,A] =
H, logo H = H1.
Finalmente, se H1 = 1, enta˜o H = 1, assim, A age trivialmente em P e obtemos
que A = 1.
Lembramos que, dado um subgrupo normal N de um grupo G, dizemos que um
subgrupo H de G e´ um complemento de N em G se NH = G e N ∩H = 1.
O pro´ximo resultado, conhecido como Teorema de Schur-Zassenhaus, garante que,
em um grupo finito, um subgrupo de Hall normal sempre possui um complemento.
Teorema 1.35. Sejam G um grupo finito, pi um conjunto de primos e H um pi-subgrupo
de Hall normal de G. Enta˜o, sa˜o verdadeiras as seguintes afirmac¸o˜es:
(i) G possui um pi′-subgrupo de Hall K que e´ um complemento de H em G.
(ii) Se H ou G/H e´ solu´vel, enta˜o quaisquer dois pi′-subgrupos de Hall de G sa˜o
conjugados em G.
Notemos que a hipo´tese em (ii) de H ou G/H ser solu´vel de fato na˜o e´ necessa´ria
em vista do Teorema 1.13 de Feit-Thompson.
Agora, combinando o Teorema 1.35 com o Teorema 1.11 e´ poss´ıvel obter o seguinte
importante resultado sobre ac¸a˜o coprima.
Teorema 1.36. Sejam A e G grupos tais que A age sobre G e (|A|, |G|) = 1. Se A ou
G e´ solu´vel, enta˜o, para todo conjunto de primos pi, temos que:
(i) A deixa invariante algum pi-subgrupo de Hall de G.
(ii) Dois quaisquer A-invariantes pi-subgrupos de Hall de G sa˜o conjugados por um
elemento de CG(A).
(iii) Todo pi-subgrupo A-invariante de G esta´ contido em um pi-subgrupo de Hall A-
invariante de G.
A demonstrac¸a˜o do teorema anterior pode ser vista em [Theorem 8.2.6, [19]].
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1.4 Geradores e Posto de um Grupo
Dado um grupo G e um nu´mero natural d, dizemos que G e´ d-gerado se existe um
subconjuto X de G tal que |X| = d e 〈X〉 = G. Se G e´ um grupo finito, definimos o
nu´mero minimal de geradores de G como sendo
d(G) = min{|S| | S ⊆ G e 〈S〉 = G}.
Um subconjunto X de um grupo G e´ dito um conjunto minimal de geradores de
G se G = 〈X〉 e, para todo Y ⊂ X, temos que 〈Y 〉 < G. Observe que o conceito
de cardinalidade de um conjunto minimal de geradores na˜o coincide com a definic¸a˜o
de d(G). Temos, por exemplo, que o no grupo Sime´trico Sn de ordem n ≥ 3, o
conjunto X = {(1 2), (2 3), ..., (n − 1 n)} e´ um conjunto minimal de geradores de Sn
de cardinalidade n− 1, mas, claramente, d(Sn) = 2, ja´ que Sn = 〈(1 2), (1 2 ... n)〉.
Um problema que nos deparamos ao estudar o nu´mero minimal de geradores de um
grupo G e´ que se H e´ um subgrupo pro´prio de G nem sempre temos que d(H) ≤ d(G),
ou seja, a func¸a˜o d : G 7→ d(G) pode ter um comportamento ruim com respeito aos
subgrupos de G. O exemplo cla´ssico disso e´ dado considerando o grupo sime´trico Sn,
com n ≥ 3, onde temos que Sn = 〈(1 2), (1 2 ... n)〉 e, assim, d(Sn) = 2, ja´ que
Sn na˜o e´ c´ıclico. Agora, tomando o subgrupo pro´prio H de Sn definido por H =
〈(1 2), (3 4), ..., (2i− 1 2i), ...〉, obtemos que d(H) = [n/2], onde [x] de um nu´mero real
x denota a parte inteira de x. Logo, se considerarmos n = 6, temos que d(S6) = 2,
mas d(H) = 3, onde H = 〈(1 2), (3 4), (5 6)〉.
Ate´ na famı´lia dos p-grupos finitos podemos dar exemplos desse fenoˆmeno. Para
dar os exemplos, vamos precisar primeiro lembrar a construc¸a˜o de produto entrelac¸ado
de dois grupos.
Considere, agora, dois grupos G e H e um conjunto Ω tal que G age sobre Ω. Defina
B como sendo o conjunto de todas as func¸o˜es de Ω em H e defina, em B, o produto
de dois elementos f, g ∈ B da seguinte forma:
(fg)(α) = f(α)g(α), para todo α ∈ Ω.
Temos que B e´ um grupo com o produto definido acima e, ale´m disso, B e´, de fato, o
produto direto de |Ω| co´pias de H.
A ac¸a˜o de G em Ω induz uma ac¸a˜o por automorfismos de G em B dada por
G×B → B
(x, f) 7−→ fx,
onde fx ∈ B e´ a func¸a˜o de Ω em H definida da seguinte forma:
fx : Ω −→ H
α 7−→ fx(α) = f(αx−1)
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onde αx
−1
e´ a imagem da ac¸a˜o do elemento x−1 de G sobre o elemento α de Ω. Assim,
em particular, temos que
fx(αx) = f(α),
para todo x em G, α em Ω e f em B.
Como temos uma ac¸a˜o por automorfismos bem definida de G em B, temos que
existe um homomorfismo ϕ : G→ Aut(B) e, portanto, podemos considerar o produto
semidireto W = B o G definido usando ϕ como vimos na Sec¸a˜o 1.3. Dizemos que
W e´ o produto entrelac¸ado de H por G. Ale´m disso, B, visto como um subgrupo de
W , e´ chamado de grupo base do produto entrelac¸ado. E´ comum denotar o produto
entrelac¸ado de H por G como W = H o G, mas essa notac¸a˜o e´ defeituosa, ja´ que na˜o
especifica o conjunto Ω e nem a ac¸a˜o de G sobre Ω. Se G e´ um grupo abstrato e
o conjunto Ω na˜o e´ especificado, enta˜o, usualmente, consideramos H o G constru´ıdo
usando Ω = G e a ac¸a˜o de multiplicac¸a˜o a` direita de G em G. Muitas vezes, chamamos
o produto entrelac¸ado constru´ıdo dessa maneira de produto entrelac¸ado regular de H
por G.
Agora, voltando ao exemplo, considere o produto entrelac¸ado G = C2 o C4, temos
que Ω = C4 e ac¸a˜o de C4 em C4 e´ a multiplicac¸a˜o a` direita dada por
C4 × C4 −→ C4
(x, α) 7−→ xα.
Enta˜o, temos que o subgrupo base B do produto entrelac¸ado G e´ tal que B ∼= C2 ×
C2 × C2 × C2. Assim, G = B o C4 e temos que d(G) = 2 e d(B) = 4.
Generalizando o exemplo anterior, podemos considerar o produto entrelac¸ado dado
por G = Cp oCpn , com n ≥ 2 se p = 2, e n ≥ 1 se p e´ ı´mpar. Tambe´m nesse caso temos
que d(G) = 2, mas B ∼= Cp × · · · × Cp, isomorfo ao produto de pn co´pias de Cp, e´ um
subgrupo pro´prio de G e d(B) = pn. Nesse caso vemos, tambe´m, que d(G) = 2, mas
B e´ um subgrupo pro´prio de G e d(B) = pn.
O resultado que veremos a seguir sera´ muito usado neste trabalho. Nele encon-
tramos uma forma mais eficiente de calcular o nu´mero minimal de geradores de um
p-grupo finito. Ale´m disso, o resultado mostra que para p-grupos finitos a cardinalidade
de um conjunto minimal de geradores de G coincide com d(G), coisa que em geral na˜o
e´ certa, como observamos com o exemplo de Sn.
Teorema 1.37. (Teorema de Bases de Burnside) Seja G um p-grupo finito. Sa˜o
verdadeiras as seguintes afirmac¸o˜es:
(i) Φ(G) = G′Gp.
(ii) Se |G : Φ(G)| = pd, para algum d ≥ 1, enta˜o, dado X um conjunto de geradores
de G, existe um subconjunto Y de X tal que G = 〈Y 〉 e |Y | = d.
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Como vimos antes, a func¸a˜o que associa d(G) a um grupo G na˜o tem um compor-
tamento bom com respeito aos subgrupos pro´prios de G, ja´ que pode existir H < G tal
que d(H) > d(G). Para contornar esse problema vamos introduzir um novo conceito.
Definic¸a˜o 1.38. O posto de um grupo finito G e´ definido como sendo
rk(G) = sup{d(H)|H ≤ G}.
Observe que, pela definic¸a˜o de posto, dado um subgrupo H de um grupo G, sempre
temos que rk(H) ≤ rk(G), o que na˜o ocorria com o nu´mero minimal de geradores de
um grupo. Notamos, tambe´m, que em geral temos que d(G) 6= rk(G).
Lema 1.39. Sejam G um grupo finito, N um subgrupo normal de G e n e k inteiros
≥ 1. Se N e´ n-gerado e G/N e´ k-gerado, enta˜o G e´ (n+ k)-gerado.
Demonstrac¸a˜o: Como N e´ um subgrupo normal de G, podemos considerar o homo-
morfismo canoˆnico pi : G→ G/N . Agora, G/N e´ k-gerado, logo existem g1, ..., gk ∈ G
tais que {Ng1, ..., Ngk} gera G/N . Assim, dado g em G, temos que Ng = N(y1 · · · yr),
onde yi ∈ {g1, ..., gk} ∪ {g−11 , ..., g−1k }, com 1 ≤ i ≤ r, logo, g = my1 · · · yr, para algum
m em N . Mas N e´ n-gerado, logo existem m1, ...,mn ∈ N tais que {m1, ...,mn} gera
N e disso segue que m = l1 · · · lt, onde li ∈ {m1, ...,mn} ∪ {m−11 , ...,m−1n }. Portanto,
obtemos que
g = l1 · · · lty1 · · · yr
e, assim, G e´ (n+ k)-gerado, como quer´ıamos.
Como consequeˆncia temos o seguinte resultado.
Corola´rio 1.40. Sejam G um grupo finito e N um subgrupo normal de G. Enta˜o
rk(G) ≤ rk(G/N) + rk(N).
Lema 1.41. Seja G um grupo abeliano finito e d(G) = s. Enta˜o, o posto de G e´
limitado por uma func¸a˜o que depende apenas de s.
Demonstrac¸a˜o: Como G e´ abeliano e G = 〈x1, ..., xs〉, temos que G e´ produto direto
de seus subgrupos c´ıclicos
G = 〈x1〉 · · · 〈xs〉.
Assim, dado H ≤ G, temos que H tambe´m e´ abeliano e finitamente gerado, logo
H = 〈y1〉 · · · 〈yk〉,
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onde k ≤ s. Assim, d(H) ≤ d(G) e, portanto, o posto de G e´ limitado por uma func¸a˜o
que depende apenas de s.
O resultado a seguir apresenta uma limitac¸a˜o do posto de um grupo nilpotente G
atrave´s do nu´mero minimal de geradores de G e da classe de nilpoteˆncia de G. Como,
neste trabalho, estamos interessados em estudar postos de alguns grupos, o teorema a
seguir sera´ uma ferramenta chave para va´rias demonstrac¸o˜es que faremos nos cap´ıtulos
seguintes.
Teorema 1.42. Seja G um grupo nilpotente finito. Enta˜o o posto rk(G) de G e´
limitado em termos da classe de nilpoteˆncia de G e do nu´mero minimal de geradores
de G.
Demonstrac¸a˜o: Como G e´ nilpotente, existe c ≥ 1 tal que a se´rie central descendente
de G e´ dada por
γ1(G) = G ≥ γ2(G) = G′ ≥ · · · ≥ γc(G) ≥ γc+1(G) = 1,
com a classe de nilpoteˆncia de G sendo cl(G) = c. Faremos a prova por induc¸a˜o sobre
c. Se c = 1, enta˜o G e´ abeliano, pois γ2(G) = G
′ = 1, assim, o resultado segue pelo
Lema 1.41. Suponhamos, enta˜o, c ≥ 2 e que o resultado e´ verdadeiro para todo grupo
H tal que cl(H) < c.
Note que que a classe de nilpoteˆncia de G/γc(G) e´ cl(G/γc(G)) ≤ c − 1. Logo,
como d(G/γc(G)) e´ d(G)-limitado, por hipo´tese de induc¸a˜o, temos que rk(G/γc(G)) e´
{d(G), c}-limitado.
Agora, γc(G) e´ abeliano e d(γc(G)) e´ {d(G), c}-limitado, pois, como os comutadores
de comprimentos a partir de c + 1 sa˜o todos iguais a 1, pelo [Lemma 3.6, [15]], temos
que
γc(G) = 〈[ti1 , · · · , tic ] | tij ∈ {g1, ..., gd(G)} ∪ {g−11 , ..., g−1d(G)}〉,
onde {g1, ..., gd(G)} e´ um conjunto de geradores de G. Assim, pelo Lema 1.41, temos
que rk(γc(G)) e´ {d(G), c}-limitado.
Portanto, como pelo Corola´rio 1.40, temos que
rk(G) ≤ rk(G/γc(G)) + rk(γc(G)),
segue que o posto de G rk(G) e´ limitado em termos da classe de nilpoteˆncia de G e do
nu´mero minimal de geradores de G, como quer´ıamos.
Cap´ıtulo 2
p-Grupos Powerful
Os principais resultados deste trabalho nos fornecem limites para os postos de
alguns grupos em situac¸o˜es especiais. Neste cap´ıtulo iremos estudar uma classe de
p-grupos finitos, chamados powerful. A famı´lia dos p-grupos powerful foi introduzida
pela primeira vez em [21] por A. Lubotsky e A. Mann. Os p-grupos finitos powerful
possuem a propriedade de ter o nu´mero minimal de geradores igual ao seu posto,
sendo, assim, importantes ferramentas para o desenvolvimento de provas no estudo
de p-grupos finitos. Para tornar essa ferramenta via´vel, iremos mostrar que em um
p-grupo finito de posto limitado sempre existe um subgrupo caracter´ıstico powerful
que possui o ı´ndice limitado por uma func¸a˜o que depende apenas de p e do posto do
p-grupo.
As principais refereˆncias biliogra´ficas para a teoria de p-grupos powerful que usamos
neste cap´ıtulo sa˜o os livros “Analytic Pro-p groups” [1], “The Structure of Groups of
Prime Power Order” [20] e o artigo “Powerful p-groups. I: finite groups” [21].
Denotaremos como p um nu´mero primo qualquer e, dado um grupo G, Gp sera´ o
subgrupo de G dado por Gp = 〈gp | g ∈ G〉.
Definic¸a˜o 2.1. (i) Um p-grupo finito G e´ powerful se p e´ ı´mpar e G/Gp e´ abeliano;
ou se p = 2 e G/G4 e´ abeliano.
(ii) Um subgrupo N de um p-grupo finito G e´ powerfully embedded em G, e escrevemos
N p.e. G, se p e´ ı´mpar e [N,G] ≤ Np; ou se p = 2 e [N,G] ≤ N4.
Os termos powerful e powerfully embedded na˜o sera˜o traduzidos para seus respecti-
vos termos em portugueˆs potente e potentemente imerso, porque na literatura existem
outras definic¸o˜es de “potent group” na˜o relacionadas com o to´pico deste cap´ıtulo (veja,
por exemplo, [3] pg. 181) e definic¸o˜es de “potent group” relacionadas com o to´pico apre-
sentado (veja, por exemplo, [5]), mas com significado distinto. Portanto, a traduc¸a˜o
para o portugueˆs poderia gerar confusa˜o ao leitor e preferimos deixar o termo original
em ingleˆs.
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Note que, pela definic¸a˜o acima, um p-grupo finito e´ powerful se p e´ ı´mpar e G′ ≤ Gp
ou se p = 2 e G′ ≤ G4. Observe, tambe´m, que quando G e´ um 2-grupo, G/G2 tem
expoente 2, logo e´ abeliano. Assim, a definic¸a˜o de grupos powerful para p = 2 precisa
ser diferente.
Temos, por exemplo, que todo p-grupo abeliano e´ powerful e seus subgrupos sa˜o
todos powerfully embedded. Para p ı´mpar, p-grupos na˜o abelianos de expoente p na˜o
sa˜o powerful, pois 1 6= G′  Gp = 1. Lembrando que, para n ≥ 2, o grupo Diedral de
ordem 2n, Dn, e´ definido por Dn = 〈ρ, τ | ρn = 1 = τ 2, ρτ = ρ−1〉, temos que D4 e´ um
2-grupo que na˜o e´ powerful, pois D′4 = D
2
4 = 〈ρ2〉 > D44 = 1. Com o exemplo de D4
podemos ver, tambe´m, que nem todo p-grupo com classe de nilpoteˆncia 2 e´ powerful.
Ale´m disso, a partir do mesmo exemplo podemos exibir um grupo powerful que conte´m
propriamente uma co´pia isomorfa de D4, mostrando, assim, que nem todo subgrupo
de um p-grupo powerful e´ powerful. Para construir esse exemplo, considere o produto
direto D4 × C, onde D4 = 〈ρ, τ | ρ4 = τ 2 = 1, ρτ = ρ−1〉 e C ∼= C8 = 〈z〉 e´ o c´ıclico de
ordem 8, e defina
N = 〈[ρ, τ ]−1z4〉 = 〈ρ2z4〉 ≤ D4 × C.
Observe que N e´ normal em D4 × C, pois Z(D4 × C) ∼= Z(D4) × Z(C) = 〈ρ2〉 × C,
logo N ≤ Z(D4×C). Considere, enta˜o, G = (D4×C)/N . Temos que G e´ um 2-grupo
powerful, pois
G′ = 〈ρ2N〉 = 〈z4N〉 ≤ G4.
Agora, tome H = 〈ρN, τN〉. Temos que δ : D4 → H dado por δ(ρ) = ρN e δ(τ) = τN
e´ um isomorfismo, logo, como D4 na˜o e´ powerful, temos que H na˜o e´ powerful. Assim,
G e´ um 2-grupo powerful que possui um subgrupo pro´prio H que na˜o e´ powerful, como
quer´ıamos.
O lema a seguir descreve as principais propriedades dos grupos powerful.
Lema 2.2. Seja G um p-grupo finito e sejam N , K e W subgrupos normais de G com
N ≤ W . Enta˜o:
(i) G e´ powerful se, e somente se, G p.e. G.
(ii) Se N p.e. G, enta˜o N / G e N e´ powerful.
(iii) Seja p ı´mpar. Enta˜o, G e´ powerful se, e somente se, Gp = Φ(G).
(iv) Se N p.e. G, enta˜o NK/K p.e. G/K. Em particular, quocientes de grupos
powerful sa˜o powerful.
(v) Se p e´ ı´mpar e K ≤ Np ou se p = 2 e K ≤ N4, enta˜o N p.e. G se, e somente se,
N/K p.e. G/K.
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(vi) Se N p.e. G e x ∈ G, enta˜o 〈N, x〉 e´ powerful.
(vii) Se N na˜o e´ powerfully embedded em W , enta˜o existe um subgrupo normal J em
G tal que
• se p e´ ı´mpar,
Np[N,W,W ] ≤ J < Np[N,W ] e |Np[N,W ] : J | = p;
• se p = 2,
N4[N,W ]2[N,W,W ] ≤ J < N4[N,W ] e |N4[N,W ] : J | = 2.
Demonstrac¸a˜o:
(i) Suponhamos inicialmente que G e´ powerful. Se p e´ ı´mpar, enta˜o G/Gp e´ abeliano,
logo G′ = [G,G] ≤ Gp e temos que G p.e. G. Agora, se p = 2, temos que G/G4
e´ abeliano, assim, G′ = [G,G] ≤ G4 e, portanto, G p.e. G. Reciprocamente,
suponhamos que G p.e. G. Se p e´ ı´mpar temos que [G,G] ≤ Gp, logo G/Gp
e´ abeliano. Analogamente, se p = 2, enta˜o [G,G] ≤ G4 e, portanto, G/G4 e´
abeliano. Logo, G e´ powerful.
(ii) Considere p ı´mpar. Se N p.e. G, enta˜o [N,G] ≤ Np ≤ N . Observe que N / G
se, e somente se, [N,G] ≤ N . Portanto, N / G. Agora, queremos mostrar que
N e´ powerful, ou seja, N/Np e´ abeliano. Como N p.e. G temos que [N,N ] ≤
[N,G] ≤ Np e o resultado segue. Se p = 2 o argumento e´ ana´logo.
(iii) Como G e´ um p-grupo finito, pelo Teorema de Bases de Burnside, Teorema 1.37,
temos que Φ(G) = G′Gp. Como p e´ ı´mpar, se G e´ powerful, enta˜o G/Gp e´
abeliano, logo G′ ≤ Gp e o resultado segue. Reciprocamente, se Φ(G) = Gp, com
p ı´mpar, enta˜o G′ ≤ Gp e, portanto, G e´ powerful.
(iv) Faremos a prova para p ı´mpar, pois a prova para p = 2 e´ ana´loga. Temos que N
p.e. G, ou seja, que [N,G] ≤ Np. Como K / G podemos considerar o homomor-
fismo canoˆnico pi : G → G/K, onde pi(N) = NK/K. Observe inicialmente que
pi(Np) = {pi(m) | m ∈ NP} e Np = 〈np | n ∈ N〉, logo pi(Np) = 〈pi(np) | n ∈ N〉.
Ale´m disso, pi(N)p = 〈pi(n)p | n ∈ N〉. Assim,
pi(Np) = NpK/K = (NK/K)p = (pi(N))p,
pois pi e´ um homomorfismo. Agora, como [N,G] ≤ Np, pelo Teorema da Corres-
pondeˆncia, pi([N,G]) ≤ pi(Np). Mas pi([N,G]) = [pi(N), pi(G)] = [NK/K,G/K],
logo [NK/K,G/K] ≤ NpK/K = (NK/K)p. Portanto, NK/K p.e. G/K.
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(v) Considere p ı´mpar e K ≤ Np. Suponhamos primeiro que N p.e. G. Temos pelo
item (iv) que NK/K p.e. G/K, mas K ≤ Np, assim,
[N/K,G/K] ≤ Np/K = (N/K)p
e, portanto, N/K p.e. G/K. Reciprocamente, suponhamos que N/K p.e. G/K,
logo,
[N,G]/K = [N/K,G/K] ≤ (N/K)p = (NK/K)p = NpK/K = Np/K,
ja´ que K ≤ Np. Assim, pelo Teorema da Correspondeˆncia, [N,G] ≤ Np e,
portanto, N p.e. G. A prova para p = 2 e´ ana´loga.
(vi) Denote por H = 〈N, x〉. Como N / G, e´ fa´cil ver que todo elemento h ∈ H
pode ser escrito como h = nxi, para algum n ∈ N e 0 ≤ i ≤ o(x) − 1. Agora, e´
suficiente mostrar que [H,H] = [N,H], pois, por hipo´tese, N p.e. G, assim, se p e´
ı´mpar, [N,H] ≤ [N,G] ≤ Np ≤ Hp e, se p = 2, [N,H] ≤ [N,G] ≤ N4 ≤ H4, logo
H p.e H e, portanto, H e´ powerful. Ja´ temos que [N,H] ≤ [H,H]. Para provar
que [H,H] ≤ [N,H], tome nxi,mxj ∈ H. Pelas propriedades dos comutadores e
usando que N / H, temos que,
[nxi,mxj] = [n,mxj]x
i
















onde a soma j + i e´ feita mo´dulo a ordem de x. E, assim, o resultado segue.
(vii) Faremos a prova somente para p ı´mpar, pois o argumento e´ ana´logo quando p = 2.
Suponhamos que [N,W ]  Np, ou seja, que N na˜o e´ powerfully embedded em W .
Temos que NP < Np[N,W ] = M . Como G e´ um p-grupo e M e N sa˜o subgrupos
normais em G, existe J /G tal que Np ≤ J < M e |M : J | = p. Agora, G/J e´ um
p-grupo e, pelo Teorema da Correspondeˆncia, M/J /G/J , logo Z(G/J)∩M/J 6=
1. Como |M/J | = p, temos que M/J ≤ Z(G/J), ou seja, M/J e´ central em
G/J ; logo [M,G] ≤ J . Note que [N,W,W ] ≤ [M,G] = [Np[N,W ], G] e como ja´
t´ınhamos que Np ≤ J , o resultado segue.
O ponto principal do item (vii) do lema anterior e´ estabelecer uma te´cnica para
provar que N p.e. W , onde N ≤ W sa˜o subgrupos normais de um p-grupo G. Esta
te´cnica consiste em supor, por contradic¸a˜o, que N na˜o e´ powerfully embedded em W ,
assim existira´ um J /G apropriado para fazermos um corte em G e reduzir ao caso em
que Np = 1, se p e´ ı´mpar, ou ao caso N4 = 1, se p = 2. Ale´m disso, podemos supor
que [N,W ] tem ordem p. Note que nesse caso [N,W ] sera´ central em G. Um exemplo
deste me´todo pode ser visto na prova do seguinte resultado.
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Proposic¸a˜o 2.3. Sejam G um p-grupo finito e N ≤ G. Se N p.e. G, enta˜o Np p.e.
G.
Demonstrac¸a˜o: Suponhamos, primeiro, que p e´ ı´mpar. Temos que [N,G] ≤ Np e
queremos mostrar que [Np, G] ≤ (Np)p. Para isso, suponhamos por contradic¸a˜o que
Np na˜o e´ powerfully embedded em G, assim, pelo Lema 2.2 (vii), podemos assumir que
(Np)p = 1 = [Np, G,G]
e vamos mostrar que [Np, G] = 1. Note que, [N,G,G,G] ≤ [Np, G,G] = 1, logo
[N,G,G] ≤ Z(G) e, assim, para quaisquer x ∈ N e g ∈ G, a func¸a˜o w 7−→ [x, g, w] e´
um homomorfismo de G em Z(G). Enta˜o,
p−1∏
j=0
[x, g, xj] =
p−1∏
j=0
[x, g, x]j = [x, g, x]p(p−1)/2. (2.1)
Assim,
[xp, g] = [x, g]x
p−1
[x, g]x









= [x, g]p[x, g, x]p(p−1)/2 = 1,
onde as duas primeiras igualdades seguem das propriedades dos comutadores, a terceira
igualdade segue do fato de que [x, g, xj] esta´ em Z(G) para todo j ∈ N, a quarta
igualdade segue de (2.1) e a u´ltima igualdade segue do fato de que [N,G]p = 1, ja´ que
[N,G] ≤ Np e estamos supondo que (Np)p = 1. Logo, [Np, G] = 1 como quer´ıamos.
Agora, considere que p = 2. Ana´logo ao feito anteriormente, suponhamos por
contradic¸a˜o que Np na˜o e´ powerfully embedded em G, assim, pelo Lema 2.2, podemos
assumir que [N,G] ≤ N4 e que
[N2, G,G] = [N2, G]2 = (N2)4 = 1.
Note que para todo x ∈ N e g ∈ G temos pelas propriedades dos comutadores que
[x4, g] = [x2, g]x
2
[x2, g] = [x2, g][x2, g, x2][x2, g] = [x2, g]2 = 1,
enta˜o N4 ≤ Z(G). Como N tem expoente divisor de 8, N4 e´ gerado por elementos de
ordem 2, enta˜o (N4)2 = 1. Portanto, dados x ∈ N e g ∈ G temos
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[x2, g] = [x, g]x[x, g] = [x, g][x, g, x][x, g] = [x, g]2 = 1,
ja´ que [x, g, x] ∈ [N,G,G] ≤ [N4, G] = 1 e [x, g] ∈ [N,G] ≤ N4. Enta˜o, [N2, G] = 1 e
o resultado segue.
Definic¸a˜o 2.4. Seja G um p-grupo finito. Definimos
P1(G) = G e Pi+1(G) = Pi(G)
p[Pi(G), G] para todo i ≥ 1.
Para simplificar a notac¸a˜o, usaremos
Gi = Pi(G).
Observe que, como G e´ um p-grupo finito, pelo Teorema de Bases de Burnside,




i ≤ Gpi [Gi, G] =
Gi+1. Temos tambe´m que os termos da Definic¸a˜o 2.4 acima formam uma se´rie
G = G1 ≥ G2 = Φ(G) ≥ G3 ≥ · · · ≥ Gn ≥ · · ·
onde cada termo e´ caracter´ıstico no termo anterior e, assim, todos os termos sa˜o ca-
racter´ısticos em G. Esta se´rie e´ a`s vezes chamada de se´rie p-descedente de G.
O resultado a seguir nos fornece algumas propriedades para a se´rie definida acima
quando G e´ um p-grupo powerful.
Lema 2.5. Seja G um p-grupo powerful.
(i) Para todo i ≥ 1 temos que Gi p.e. G e Gi+1 = Gpi = Φ(Gi).
(ii) Para todo i ≥ 1, o mapa x 7−→ xp induz um homomorfismo sobrejetivo de Gi/Gi+1
em Gi+1/Gi+2.
Demonstrac¸a˜o: Faremos a prova do item (i) por induc¸a˜o sobre i. Temos que G1 = G
e´ powerful, logo G1 p.e. G. Ale´m disso, ja´ vimos que G2 = Φ(G) = Φ(G1) e, como
G e´ powerful, temos que G′ ≤ Gp, logo, pelo Teorema de Bases de Burnside, G2 =
Φ(G1) = G
p
1. Suponhamos, agora, que i > 1 e que para todo j < i temos que Gj
p.e. G e Gj+1 = G
p
j = Φ(Gj). Note que Gi = G
p
i−1[Gi−1, G], mas, por hipo´tese de
induc¸a˜o, temos que Gi = G
p
i−1 e Gi−1 p.e. G, enta˜o, pela Proposic¸a˜o 2.3, segue que
Gi = G
p
i−1 p.e. G. Por outro lado, temos que Gi+1 = G
p
i [Gi, G] e pelo Teorema de
Bases de Burnside, Φ(Gi) = G
p





o que completa a prova do item (i).
Por (i) e pelo Lema 2.2 (ii) temos que Gi e´ powerful para todo i ≥ 1. Note que
Gi+1 = P2(Gi) e Gi+2 = P3(Gi). Enta˜o, mudando a notac¸a˜o, podemos assumir que
i = 1; e substituindo G por G/G3, podemos assumir que G3 = 1. Agora, como
[G2, G] ≤ G3 = 1 temos que [G,G] ≤ G2 ≤ Z(G) e, assim, [G,G,G] = 1, logo segue
que G tem classe de nilpoteˆncia 2. Portanto, dados x, y ∈ G temos que (xy)p =
xpyp[y, x]p(p−1)/2. Se p e´ ı´mpar, temos que p divide p(p − 1)/2 e, assim, [y, x]p(p−1)/2
esta´ em Gp2 = G3 = 1. E, se p = 2, [G,G] ≤ G4 ≤ G3 = 1. Em ambos os casos temos
que
(xy)p = xpyp.
Enta˜o, como Gp2 = G3 = 1 e G
p = G2, mostramos que x 7→ xp induz um homomorfismo
sobrejetivo de G/G2 em G2/G3, o que completa a prova de (ii).
Os pro´ximos dois resultados mostram como propriedades o´bvias para grupos abeli-
anos tambe´m sa˜o va´lidas para p-grupos powerful.
Lema 2.6. Se G = 〈a1, ..., ad〉 e´ um p-grupo powerful, enta˜o Gp = 〈ap1, ..., apd〉.
Demonstrac¸a˜o: Seja θ : G/G2 → G2/G3 o homomorfismo sobrejetivo conside-
rado no Lema 2.5. Enta˜o, G2/G3 e´ gerado por {θ(a1G2), ..., θ(adG2)}, assim, G2 =
〈ap1, ..., apd〉G3. Agora, como G3 = Φ(G2), que e´ o conjunto de na˜o geradores de G2, e,
pelo Lema 2.5, G2 = G
p, temos que Gp = 〈ap1, ..., apd〉.
Vamos introduzir uma definic¸a˜o que e´ necessa´ria para estudar poteˆncias de elemen-
tos nos grupos powerful.
Definic¸a˜o 2.7. Seja G um p-grupo. Um elemento g ∈ G e´ dito uma p-poteˆncia em
G se existe x ∈ G tal que g = xp. Se H ≤ G, dizemos que H e´ pth power em G se
para todo y ∈ H existe um x ∈ G tal que y = xp, ou seja, todo elemento em H e´ uma
p-poteˆncia em G.
Proposic¸a˜o 2.8. Se G e´ um p-grupo powerful, enta˜o Gp e´ pth power em G, ou seja,
Gp = {gp | g ∈ G}.
Demonstrac¸a˜o: Faremos a prova por induc¸a˜o sobre |G|. Se |G| = 1 o resultado e´
trivial. Suponhamos, enta˜o, que |G| > 1 e que o resultado vale para todo p-grupo
powerful de ordem menor que |G|. Tome g em Gp. Pelo Lema 2.5 (ii), existem x em G
e y em G3 tais que g = x
py. Considere H = 〈Gp, x〉. Agora, pelo Lema 2.5 (i), Gp = G2
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p.e. G, assim, pelo Lema 2.2 (vi), H e´ powerful. Ale´m disso, g ∈ Hp, ja´ que y esta´
em G3 = G
p
2. Se H 6= G, enta˜o, por hipo´tese de induc¸a˜o, g e´ p-poteˆncia em H e, em
particular, g e´ p-poteˆncia em G. Se G = H, pelo Lema 2.5 (i), temos que Gp = Φ(G)
e, portanto, G = 〈Φ(G), x〉 = 〈x〉, ou seja, G e´ c´ıclico e o resultado e´ trivial.
No teorema a seguir descreveremos as principais propriedades da p-lower se´rie para
p-grupos powerful. Lembramos que para todo i ≥ 1 denotamos Gi = Pi(G).
Teorema 2.9. Seja G = 〈a1, ..., ad〉 um p-grupo powerful. Para todo i ≥ 1 temos:
(i) Gi p.e. G.
(ii) Gi+k = Pk+1(Gi) = G
pk
i para todo k ≥ 0.
(iii) Gi = G
pi−1 = {xpi−1 | x ∈ G} = 〈api−11 , ..., ap
i−1
d 〉.
(iv) A func¸a˜o x 7−→ xpk induz um homomorfismo sobrejetivo de Gi/Gi+1 em Gi+k/Gi+k+1
para todo i ≥ 1 e para todo k ≥ 0.
Demonstrac¸a˜o: O item (i) ja´ foi provado no Lema 2.5 (i). Para o item (iii) faremos
induc¸a˜o sobre i. Temos que G1 = G = G
p0 = G1 = 〈a1, ..., ad〉. Suponhamos, enta˜o,
que i > 1 e que para todo j < i temos que
Gj = G
pj−1 = {xpj−1 | x ∈ G} = 〈apj−11 , ..., ap
j−1
d 〉.
Observe que, pelo item (i) e pelo Lema 2.2 (ii), Gi e´ powerful. Note, tambe´m, que pelo
Lema 2.5 (i), temos que Gi = G
p
i−1 = P2(Gi−1) e, pela Proposic¸a˜o 2.8, Gi = {xp | x ∈
Gi−1}. Ale´m disso, por hipo´tese de induc¸a˜o, temos que Gi−1 = Gpi−2 = {xpi−2 | x ∈
G} = 〈api−21 , ..., ap
i−2
d 〉. Assim,




= {xpi−1 | x ∈ G} = 〈api−11 , ..., ap
i−1
d 〉,




i = {xpk | x ∈ Gi} = {ypk+i−1 | y ∈ G} = Gi+k,
o que completa a prova do item (ii). E o item (iv) segue do Lema 2.5 (ii).
Corola´rio 2.10. Se G = 〈a1, ..., ad〉 e´ um p-grupo powerful, enta˜o
G = 〈a1〉 · · · 〈ad〉,
p-Grupos Powerful 31
isto e´, G e´ o produto de seus subgrupos c´ıclicos 〈ai〉, 1 ≤ i ≤ d.
Demonstrac¸a˜o: Assuma que Ge > Ge+1 = 1. Queremos mostrar, inicialmente, que
G = 〈a1〉 · · · 〈ad〉Ge, para isso, faremos induc¸a˜o sobre e. Se e = 1 o resultado e´ trivial.
Suponhamos, enta˜o, que o resultado e´ va´lido para e−1, ou seja, G = 〈a1〉 · · · 〈ad〉Ge−1.
Agora, note que Ge−1/Ge e´ abeliano, logo, usando Teorema 2.9 (iii), temos
G/Ge = 〈a1〉 · · · 〈ad〉Ge−1/Ge
= 〈a1〉 · · · 〈ad〉〈ape−11 , ..., ap
e−1
d 〉/Ge
= 〈a1〉 · · · 〈ad〉〈ape−11 〉 · · · 〈ap
e−1
d 〉/Ge
= 〈a1〉 · · · 〈ad〉/Ge.
Portanto, podemos supor queG = 〈a1〉 · · · 〈ad〉Ge, como quer´ıamos. Pelo Teorema 2.9 (iii),
Ge = 〈ape−11 , ..., ap
e−1
d 〉 e, ale´m disso, temos que Ge p.e. G logo [Ge, G] ≤ Gpe, mas
Gpe = Ge+1 = 1. Segue que Ge e´ central em G e o resultado e´ claro.
Lembramos que dado um p-grupo finito G, denotamos por d(G) a cardinalidade de
um conjunto minimal de geradores de G. O teorema que veremos a seguir e´ um dos
principais resultados desse cap´ıtulo, pois retrata a propriedade dos p-grupos powerful
de que se H e´ um subgrupo de um p-grupo powerful G, enta˜o podemos sempre limitar
d(H) em func¸a˜o de d(G), que e´ mais uma propriedade compartilhada pelos grupos
abelianos. Esse resultado sera´ fundamental em provas futuras.
Ja´ vimos na Sec¸a˜o 1.4 que para p-grupos finitos todo conjunto minimal de geradores
possui a mesma cardinalidade, ale´m disso, se G e´ um p-grupo finito, d(G) e´ tambe´m a
dimensa˜o de G/Φ(G) visto como um espac¸o vetorial sobre um corpo de p elementos.
Denotaremos por dimV a dimensa˜o de V como espac¸o vetorial sobre um corpo de p
elementos.
Teorema 2.11. Se G e´ um p-grupo powerful e H ≤ G, enta˜o d(H) ≤ d(G).
Demonstrac¸a˜o: A prova sera´ por induc¸a˜o sobre |G|. Se |G| = 1 o resultado e´ trivial.
Suponhamos, enta˜o que |G| > 1 e que o resultado vale para qualquer p-grupo powerful
com cardinalidade menor que |G|. Seja d = d(G) e considere m = d(G2). No Lema 2.5
mostramos que G2 e´ powerful, enta˜o, por hipo´tese de induc¸a˜o, podemos supor que
o subgrupo K = H ∩ G2 satisfaz d(K) ≤ m. Agora, pelo Lema 2.5 (ii), temos que
a func¸a˜o x 7−→ xp induz um homomorfismo sobrejetivo pi : G/G2 → G2/G3, assim
dim(kerpi) = d−m. Enta˜o, dim(kerpi ∩HG2/G2) ≤ d−m e temos
dim(pi(HG2/G2)) ≥ dim(HG2/G2)− (d−m) = m− (d− e),
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onde e = dim(HG2/G2). Sejam h1, ..., he ∈ H tais que HG2 = 〈h1, ..., he〉G2. Como
Φ(K) ≤ Kp ≤ G3, o subespac¸o de K/Φ(K) gerado pelas classes laterais de hp1, ..., hpe
tem dimensa˜o, no mı´nimo, dim(pi(HG2/G2)) ≥ m−(d−e). Como d(K) ≤ m, podemos
achar d−e elementos y1, ..., yd−e em K tais que K = 〈hp1, ..., hpe, y1, ..., yd−e〉Φ(K), enta˜o
K = 〈h1, ..., he, y1, ..., yd−e〉 e, assim, usando a Regra de Dedekind, temos
H = H ∩HG2 = H ∩ 〈h1, ..., he〉G2 = 〈h1, ..., he〉(H ∩G2)
= 〈h1, ..., he〉K = 〈h1, ..., he, y1, ..., yd−e〉.
Portanto, d(H) ≤ d, como quer´ıamos.
O teorema anterior nos diz que se G e´ um p-grupo powerful, enta˜o rk(G) = d(G), o
que ja´ vimos na Sec¸a˜o 1.4 na˜o ser va´lido para todo p-grupo finito. No geral, a volta desse
teorema na˜o e´ va´lida, pois ja´ vimos que D4 na˜o e´ powerful, mas rk(D4) = d(D4) = 2.
Uma volta parcial consiste em mostrar que em qualquer p-grupo finito G existe um
subgrupo powerful normal cujo ı´ndice em G e´ delimitado por uma func¸a˜o em termos
de rk(G). Este resultado, Teorema 2.18, e´ o segundo ponto principal do cap´ıtulo.
Iremos agora construir um subgrupo que sera´, mais tarde, usado como uma ferra-
menta chave na prova do Teorema 2.18.
Definic¸a˜o 2.12. Sejam G um p-grupo finito e r um inteiro positivo. Definimos V (G, r)
como sendo a intersec¸a˜o dos nu´cleos de todos os homomorfismos de G em GLr(Fp).
Como a imagem de qualquer homomorfismo de um p-grupo G em GLr(Fp) e´ um
p-grupo e qualquer p-subgrupo de GLr(Fp) e´ conjugado de um subgrupo do grupo
Ur(Fp), pois Ur(Fp) e´ um p-subgrupo de Sylow de GLr(Fp), poder´ıamos definir V (G, r),
de forma ana´loga, como sendo a intersec¸a˜o dos nu´cleos de todos os homomorfismos de
G em Ur(Fp).
Nosso pro´ximo resultado nos fornece uma caracterizac¸a˜o para os elementos de
V (G, r). Para demonstrar esse resultado precisamos da seguinte definic¸a˜o.
Definic¸a˜o 2.13. Sejam G um p-grupo finito e Fp o corpo finito com p elementos.
Uma Fp-representac¸a˜o de G e´ dada por um Fp-espac¸o vetorial V e um homomorfismo
ρ : G→ GL(V ), onde GL(V ) e´ o grupo de todos os Fp-automorfismos de V .
Note que, se V ∼= Fnp , para algum n ≥ 1, enta˜o o grupo GL(V ) e´ isomorfo ao grupo
GLn(Fp) de todas as matrizes invert´ıveis n× n sobre Fp.
Lema 2.14. Dado G um p-grupo finito. Um elemento g ∈ G pertence a V (G, r) se, e
somente se, g age trivialmente em qualquer representac¸a˜o linear de G sobre qualquer
Fp-espac¸o vetorial de dimensa˜o ate´ r.
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Demonstrac¸a˜o: Suponha que g ∈ V (G, r) e considere ϕ : G → GLr(Fp) uma repre-
sentac¸a˜o de G. Como g ∈ V (G, r), temos que g ∈ kerϕ e, assim, ϕ(g) = Ir, onde
Ir e´ a matriz identidade em GLr(Fp). Observe que ϕ(G) ≤ GLr(Fp) e age por con-
jugac¸a˜o em GLr(Fp), logo, g age trivialmente sobre GLr(Fp). Considere agora k < r e
φ : G→ GLk(Fp) uma representac¸a˜o de G. Queremos ver que g age trivialmente sobre
GLk(Fp). Para isso, observe que para todo k < r podemos considerar o homomorfismo








onde 0l e´ a matriz nula em GLl(Fp) para qualque l ∈ N. Assim, temos que
θ ◦ φ : G→ GLr(Fp)
e´ um homomorfismo. Como g ∈ V (G, r), obtemos que













Logo, g age trivialmente sobre GLk(Fp) para todo k ≤ r.
Reciprocamente, se g age trivialmente em qualquer representac¸a˜o linear de G sobre
qualquer Fp-espac¸o vetorial de dimensa˜o ate´ r, em particular, g ∈ kerϕ para todo
homomorfismo ϕ : G→ GLr(Fp) e, portanto, g ∈ V (G, r).
Definic¸a˜o 2.15. Dado r ∈ N, definimos λ(r) como sendo um inteiro que satisfaz
2λ(r)−1 < r ≤ 2λ(r).
Para o lema a seguir iremos usar a notac¸a˜o [x] para indicar o maior inteiro menor
ou igual a x.
Lema 2.16. (i) O grupo Ur(Fp) possui uma se´rie de comprimento λ(r) de subgrupos
normais com todos os fatores abelianos elementares.
(ii) Se G e´ um p-grupo finito, enta˜o G/V (G, r) possui uma se´rie com as mesmas
propriedades enunciadas em (i).
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Demonstrac¸a˜o: Faremos a prova do item (i) por induc¸a˜o sobre r. Se r = 1, enta˜o
U1(Fp) = Fp que e´ abeliano elementar, assim λ(1) = 0 e U1(Fp) possui uma se´rie de
subgrupos normais com fatores abelianos elementares e comprimento λ(1). Suponha,
enta˜o, que r ≥ 2 e que o resultado e´ va´lido para Ut(Fp) para todo t < r. Considere






com A ∈ Us(Fp) e C ∈ Ur−s(Fp). A func¸a˜o φ que envia X em (A,C) e´ um homomor-
fismo de Ur(Fp) em Us(Fp) × Ur−s(Fp). Note que se X esta´ contido no nu´cleo de φ,







logo, o nu´cleo de φ e´ um p-grupo abeliano elementar. Como Ur(Fp)/Kerφ ∼= Imφ ≤
Us(Fp) × Ur−s(Fp) e , por hipo´tese de induc¸a˜o, temos que Us(Fp) e Ur−s(Fp) possuem
uma se´rie de comprimentos λ(s) e λ(r − s), respectivamente, de subgrupos normais
com todos os fatores abelianos elementares, enta˜o o resultado segue pelo Teorema da
Correspondeˆncia.
Para a prova de (ii) observe que se ϕ : G→ Ur(Fp) e´ um homomorfismo e kerϕ = N ,
enta˜o
G/N ∼= Im(ϕ) ≤ Ur(Fp).
Agora, V (G, r) e´ a intersec¸a˜o dos nu´cleos de todos os homomorfismos de G em Ur(Fp).
Note que, como G e´ um grupo finito, V (G, r) e´ uma intersec¸a˜o de um nu´mero fi-
nito, k, de subgrupos. Seja, agora, V (G, r) = N1 ∩ · · · ∩ Nk, podemos considerar o
homomorfismo sobrejetivo pi : G→ G/N1 × · · · ×G/Nk definido por
pi(g) = (gN1, ..., gNk).
Temos que o nu´cleo desse homomorfismo e´ V (G, r), assim,
G/V (G, r) ∼= G/N1 × · · · ×G/Nk,
mas G/N1 × · · · ×G/Nk e´ isomorfo a um subgrupo de Ur(Fp)k. Portanto, o resultado
segue de (i).
Proposic¸a˜o 2.17. Sejam G um p-grupo finito e r um inteiro positivo. Considere
V = V (G, r) e denote W = V se p e´ ı´mpar e W = V 2 se p = 2. Se N / G, d(N) ≤ r
e N ≤ W , enta˜o N p.e. W .
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Demonstrac¸a˜o: A prova e´ feita por induc¸a˜o sobre |N |. Se |N | = 1, ja´ temos que N
p.e. W . Suponha, enta˜o, que |N | > 1 e que o resultado e´ va´lido para todo subgrupo
K / G que satisfaz as condic¸o˜es do enunciado com |K| < |N |.
Considere primeiro que p e´ ı´mpar e suponhamos por absurdo que [N, V ]  Np,
ou seja, que N na˜o e´ powerfully embedded em V . Pelo Lema 2.2 (vii), podemos
assumir que Np = 1 e |[N, V ]| = p. Como G e´ um p-grupo, existe M / G tal que
[N, V ] ≤ M < N e |N : M | = p. Note que M e´ maximal em N e N/[N, V ] e´ abeliano
elementar, logo N/[N, V ] e´ gerado por seus subgrupos c´ıclicos e M/[N, V ] e´ maximal
em N/[N, V ], assim, temos que
d(M/[N, V ]) = d(N/[N, V ])− 1 ≤ r − 1.
Temos ainda que [N, V ] e´ c´ıclico, logo d(M) ≤ r. Assim, por hipo´tese indutiva,
[M,V ] ≤ Mp = 1, enta˜o M e´ central em N e, como N/M e´ c´ıclico, temos que N
e´ abeliano. Com isso e dado que d(N) ≤ r e Np = 1 temos que N e´ abeliano elemen-
tar e, portanto, N e´ um Fp-espac¸o vetorial de dimensa˜o, no ma´ximo, r. Logo, pelo
Lema 2.14, a ac¸a˜o de conjugac¸a˜o de V em N e´ trivial. Assim, [N, V ] = 1, o que e´ uma
contradic¸a˜o. Portanto, N p.e. V .
Agora, considere o caso p = 2. Como antes, suponhamos por absurdo que [N, V 2] 
N4, ou seja, que N na˜o e´ powerfully embedded em V 2, assim podemos reduzir ao caso
em que N4 = 1 e |[N,W ]| = 2. Como N4 = 1 temos que N e´ nilpotente de classe 2,
assim, pelo Teorema 1.22, temos que qualquer produto de quadrados emN e´ congruente
a um quadrado mo´dulo [N,W ], ou seja, para quaisquer x, y ∈ N temos que,
(xy)2[N,W ] = x2y2[N,W ].
Logo, como N4 = 1, obtemos que (N2)2 = 1. Temos tambe´m que dados a, b ∈ N e
[a, b] = c,
b−1ab = ac
e disso seugue que
b−1a2b = (b−1ab)2 = (ac)2 = a2c2[c, a]
mas N e´ nilpotente de classe 2, assim [c, a] = [[a, b], a] = 1. Logo, temos que b−1a2b =
a2c2 e, portanto, a−2b−1a2b = c2, ou seja,
[a2, b] = [a, b]2 ∈ [N,W ]2 = 1,
logo, N2 ≤ Z(N). Agora, N/N2 e´ um Fp-espac¸o vetorial de dimensa˜o, no ma´ximo, r,
enta˜o, pelo Lema 2.14, [N, V ] ≤ N2. Logo, para todo a ∈ N e para todo v ∈ V temos
que [a, v] = b, para algum b em N2, assim a−1av = b e temos que av = ab. Logo, como
b ∈ N2, (N2)2 = 1 e N2 ≤ Z(N), temos que
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(a2)v = (av)2 = (ab)2 = a2.
Portanto, [N2, V ] = 1. Assim, como [N, V ] ≤ N2, temos que [N, V, V ] = 1, logo
[N,W ] = [N, V 2] ≤ [N, V ]2[N, V, V ] = 1,
o que e´ uma contradic¸a˜o. Portanto, N p.e. W .
Teorema 2.18. Seja G um p-grupo finito com posto r. Enta˜o, G possui um subgrupo
caracter´ıstico powerful com ı´ndice, no ma´ximo, prλ(r) se p e´ ı´mpar e, no ma´ximo,
2r+rλ(r) se p = 2.
Demonstrac¸a˜o: Considere V = V (G, r). Note que, pela definic¸a˜o de V , temos que
V e´ caracter´ıstico em G. Pelo Lema 2.16 (ii), existe uma se´rie
G = N0 ≥ N1 ≥ · · · ≥ Ns = V
de subgrupos normais em G tais que s ≤ λ(r) e todos os fatores Ni/Ni+1 sa˜o abelianos
elementares, com 0 ≤ i ≤ s − 1. Como G tem posto r, cada um desses fatores tem
ordem, no ma´ximo, pr, enta˜o |G : V | ≤ prλ(r). Suponhamos que p e´ ı´mpar. Note que
V /G e d(V ) ≤ r, pois G tem posto r, logo, pela Proposic¸a˜o 2.17, temos que V p.e. V
e, assim, pelo Lema 2.2 (i), temos que V e´ powerful. Agora, seja p = 2. Note que V 2 e´
caracter´ıstico em V , pois, dado φ um automorfismo de V temos que φ(v2) = φ(v)2, para
todo v em V , logo, V 2 e´ caracter´ıstico em G e, como G tem posto r, d(V 2) ≤ r. Assim,
novamente pela Proposic¸a˜o 2.17, temos que V 2 p.e. V 2 e, portanto, pelo Lema 2.2 (i),
V 2 e´ powerful. Ale´m disso, temos que |V/V 2| ≤ 2r, logo |G : V 2| ≤ 2r+rλ(r), o que
completa a prova.
Cap´ıtulo 3
Grupos Nilpotentes admitindo uma
Involuc¸a˜o
Neste cap´ıtulo estudaremos, principalmente, p-grupos finitos da forma G = [G, φ],
onde φ e´ uma involuc¸a˜o de G e [G, φ] = 〈x−1xφ | x ∈ G〉. Nosso principal objetivo e´ ver
que, conhecendo o posto do subgrupo de pontos fixos de φ em G, ou seja, rk(CG(φ)), e´
sempre poss´ıvel limitar o nu´mero de geradores dos termos da se´rie central descendente
de G e, sobre tudo, limitar o posto de G′ em termos de rk(CG(φ)).
A principal refereˆncia usada neste cap´ıtulo e´ o artigo “Involutory automorphisms
of finite groups and their centralizers” [24].
Os pro´ximos resultados nos fornecem propriedades de um grupo G de ordem ı´mpar
que admite uma involuc¸a˜o.
Lema 3.1. Seja G um grupo finito de ordem ı´mpar que admite uma involuc¸a˜o φ.
Seja F = CG(φ) e considere I o subconjunto formado pelos elementos de G que sa˜o
transformados em seus inversos por φ, ou seja, I = {x ∈ G | xφ = x−1}. Enta˜o, sa˜o
va´lidas as seguintes afirmac¸o˜es:
(i) G = FI = IF , F ∩ I = 1 e |I| = |G : F |.
(ii) I e´ F -invariante.
(iii) Se H e´ um subconjunto de F tal que Hx ⊆ F para x ∈ I, enta˜o x centraliza H.
(iv) Dois elementos de F conjugados em G sa˜o conjugados em F .
(v) Se H e´ um subgrupo de F , enta˜o NG(H) = CG(H)NF (H).
(vi) Se H e´ um subgrupo de I, enta˜o H e´ abeliano.
Demonstrac¸a˜o: Observe que I na˜o e´ necessariamente um subgrupo de G. Em pri-
meiro lugar, temos que se y = x−1xφ, com x ∈ G, enta˜o
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yφ = (x−1)φxφ
2
= (xφ)−1x = y−1,
pois φ tem ordem 2. Assim, todo elemento y da forma y = x−1xφ, com x em G, esta´
em I. Agora, seja {xi | 1 ≤ i ≤ n} um cojunto completo de representantes de classes




i , para todo 1 ≤ i ≤ n. Temos que yi esta´
em I para todo i. Vamos provar que {yi | 1 ≤ i ≤ n} tambe´m e´ um conjunto completo
de representantes de classes laterais a` direita de F em G. Suponha por absurdo que
isso na˜o ocorre, assim devemos ter yj = zyi, para algum z em F e i 6= j. Aplicando φ
obtemos
yφj = (zyi)
φ = zφyφi .
Agora, como z ∈ F = CG(φ) e yi, yj ∈ I, temos que y−1j = zy−1i , ou seja yj = yiz−1,
logo zyi = yiz




Logo, y2i centraliza z. Como |G| e´ ı´mpar, temos que yi centraliza z, assim zyi = z = z−1












φ, ou seja, xix
−1
j esta´ em F , logo
Fxi = Fxj,
ou seja, xi e xj representam a mesma classe lateral a` direita de F em G, o que e´
uma contradic¸a˜o, pois i 6= j. Portanto, {yi | 1 ≤ i ≤ n} e´ um conjunto completo de
representantes de classes laterais a` direita de F em G, como quer´ıamos.
Suponha, agora, que u = zyi ∈ I para algum z ∈ F e algum i ∈ {1, ..., n}. Enta˜o





assim, u−1 = y−1i z
−1 = zy−1i , logo z
−1yi = yiz e disso segue que
yiz
−1 = zyi.
Portanto, usando um argumento ana´logo ao que vimos anteriormente, conclu´ımos que
z = 1. Logo, I = {yi | 1 ≤ i ≤ n} e, consequentemente, G = FI e |I| = |G : F |.
Usando as classes laterais a` esquerda de F em G obtemos, de forma ana´loga, que
G = IF . Finalmente, se z ∈ F ∩ I, enta˜o z = zφ = z−1, logo z = 1. Assim, F ∩ I = 1
e finalizamos a prova de (i).
Tome x em I e z em F . Temos que
(xz)φ = (z−1xz)φ = (z−1)φxφzφ = z−1x−1z = (xz)−1,
assim xz esta´ em I. Portanto, I e´ F -invariante, o que prova o item (ii).
Suponha, agora, que Hx ⊆ F , onde H e´ um subconjunto de F e x esta´ em I. Tome
z em H e u = zx, enta˜o u ∈ F , pois Hx ⊆ F . Aplicando φ, obtemos
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u = uφ = (zx)φ = (x−1zx)φ = (x−1)φzφxφ = xzx−1,
assim, temos que x−1zx = xzx−1 e disso segue que
zx
2
= x−1x−1zxx = x−1xzx−1x = z.
Logo, x2 centraliza z e, como o(x) e´ ı´mpar, x centraliza z. Como z e´ um elemento
arbitra´rio em H, provamos (iii).
Suponhamos que z1, z2 ∈ F e z2 = zx1 , para algum x em G. Pelo item (i), temos







e disso segue que
zy1 = z
z−1
2 ∈ F .
Mas, pelo item (iii), y centraliza z1, assim z
y
1 = z1 = z
z−1
2 , logo z





e, portanto z1 e z2 sa˜o conjugados em F , o que prova o item (iv).
Para demonstrar o item (v), dado H ≤ F , considere N = NG(H). Temos que H e´ φ-
invariante, pois H ⊆ F = CG(φ), enta˜o N tambe´m e´ φ-invariante e, consequentemente,
pelo item (i), temos que
N = (N ∩ I)(N ∩ F ).
Mas, H(N∩I) = H ⊆ F , assim pelo item (iii) temos que N ∩ I centraliza H. Como
N ∩ F = NF (H), temos que
NG(H) = CG(H)NF (H),
como quer´ıamos.
Se H e´ um subgrupo de I, como I = {x ∈ G | xφ = x−1}, temos que CH(φ) = 1,
logo φ induz um automorfismo livre de pontos fixos em H de ordem 2, enta˜o H e´
abeliano pelo Teorema 1.28, demonstrando o item (vi).
Lema 3.2. Sejam G um grupo finito de ordem ı´mpar e φ uma involuc¸a˜o de G. Con-
sidere F = CG(φ) e I = {x ∈ G | xφ = x−1}. Enta˜o, as seguintes afirmac¸o˜es sa˜o
va´lidas:
(i) O subgrupo gerado por I e´ exatamente [G, φ];
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(ii) Se N e´ um subgrupo normal φ-invariante de G, enta˜o CG/N(φ) = FN/N ;
(iii) Se N e´ um subgrupo normal φ-invariante de G tal que CN(φ) = 1, enta˜o temos
que [N, I] = 1 e N ≤ Z([G, φ]).
Demonstrac¸a˜o: Observe que na demonstrac¸a˜o do item (i) do Lema 3.1 mostramos
que todo elemento da forma y = x−1xφ, com x em G, esta´ em I, logo, [G, φ] ≤ 〈I〉.
Assim, para ver que [G, φ] = 〈I〉, resta mostrar que I esta´ contido em [G, φ]. Tome x
em I, temos que xφ = x−1, assim, como φ tem ordem 2, temos que x = (x−1)φ e disso
segue que
x2 = x(x−1)φ = (x−1)−1(x−1)φ,
logo, x2 esta´ em [G, φ]. Portanto, temos que 〈x2〉 esta´ contido em [G, φ], mas G tem
ordem ı´mpar, assim, 〈x2〉 = 〈x〉 e, portanto, temos que x esta´ em [G, φ] para todo x
em I, como quer´ıamos. Logo, temos que [G, φ] = 〈I〉, o que demonstra o item (i).
Para o item (ii) note que, como G tem ordem ı´mpar, temos que N tambe´m tem
ordem ı´mpar, logo, como a ordem de φ e´ 2, segue que (|N |, o(φ)) = 1. Note que, como
N e´ um subgrupo φ-invariante de G, temos que CG(φ)N/N ≤ CG/N(φ), assim, basta
mostrar que dado qualquer gN em CG/N(φ) temos que gN conte´m um elemento de
CG(φ) que e´ equivalente a mostrar que CG/N(φ) = CG(φ)N/N . Observe que φ tem
ordem 2 e considere a ac¸a˜o de 〈φ〉 no conjunto gN . Temos que as 〈φ〉-o´rbitas que
formam uma partic¸a˜o de gN teˆm tamanhos 2 ou 1. Agora, se todas as o´rbitas possuem
tamanho 2 temos que 2 divide |gN | = |N |, o que e´ uma contradic¸a˜o pela hipo´tese de
que (|N |, o(φ)) = 1. Assim, existe pelo menos uma 〈φ〉-o´rbita de tamanho 1 que nos
fornece o elemento desejado de CG(φ), o que conclui a prova do item (ii).
Assuma, agora, que N e´ um subgrupo normal φ-invariante de G tal que CN(φ) = 1.
Como CN(φ) = 1, pelo Teorema 1.28, temos que todo n em N e´ tal que n
φ = n−1,
pois φ tem ordem 2, logo, N ⊆ I. Temos, tambe´m, que N / G, assim, ni esta´ em
N para todo n em N e i em I. Disso segue que (ni)φ = (ni)−1, mas temos tambe´m
que (ni)φ = (i−1)φnφiφ = in−1i−1. Logo, temos que n−1 = (i−1)2n−1i2 = (i2)−1n−1i2,
assim, i2 comuta com n−1 e, portanto, i2 comuta com n para todo i em I e n em N .
Note que, pela definic¸a˜o de I, obtemos que I2 ⊆ I e, como G tem ordem ı´mpar, temos
que I2 = I. Portanto, n comuta com i para todo n em N e i em I e disso segue que
[N, I] = 1.
Por fim, note que, como [N, I] e´ φ-invariante, temos [N, I] = ([N, I]∩F )([N, I]∩I),
mas CN(φ) = 1, assim, ([N, I] ∩ F ) = 1 e temos que [N, I] = [N, I] ∩ I. Portanto,
[N, I] ⊆ I. Como o subgrupo gerado por I e´ exatamente [G, φ] e [N, I] = 1 temos que
N ≤ Z([G, φ]), como quer´ıamos.
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Lembramos que um grupo G tem expoente n, onde n ≥ 1, se n e´ o menor inteiro
tal que para todo g em G temos que gn = 1. Observe que se G tem expoente p, enta˜o
G e´ um p-grupo.
Lema 3.3. Seja G um grupo finito com expoente p e posto r. Enta˜o |G| ≤ ps, onde
s = s(r) e´ um nu´mero que depende apenas de r.
Demonstrac¸a˜o: Pelo Teorema 2.18 temos que G possui um subgrupo powerful e
caracter´ıstico N com ı´ndice, no ma´ximo, pµ(r), onde µ(r) e´ um nu´mero que depende
apenas de r. Agora, como G tem posto r, temos que N e´ gerado por, no ma´ximo,
r elementos, assim, pelo Corola´rio 2.10, temos que N e´ o produto de, no ma´ximo, r
subgrupos c´ıclicos. Todos os subgrupos c´ıclicos de N possuem ordem p, pois G tem
expoente p, logo N possui ordem, no ma´ximo, pr. Portanto,
|G| = |N ||G : N | ≤ prpµ(r) = pr+µ(r) = ps,
onde s = s(r) e´ um nu´mero que depende apenas de r.
Na demonstrac¸a˜o anterior vimos como e´ poss´ıvel deduzir resultados sobre um p-
grupo de posto limitado G usando as propriedades do p-subgrupo powerful contido
em G. Essa te´cnica e´ usada fortemente neste trabalho, pois reduz problemas de um
p-grupo de posto limitado para um subgrupo powerful contido nele, visto que em
p-grupos powerful temos propriedades de linearidade muito especiais que ajudam a
controlar melhor o nu´mero de geradores e o posto.
Lema 3.4. Sejam G um p-grupo de classe de nilpoteˆncia, no ma´ximo, c e x ∈ G.
Assuma que |G : CG(x)| = pn. Enta˜o, o posto de 〈xG〉 e´ {n, c}-limitado.
Demonstrac¸a˜o: Faremos a prova por induc¸a˜o sobre n. Considere n = 0, assim temos
que |G : CG(x)| = 1, enta˜o G = CG(x) e, portanto, para todo g ∈ G, xg = x. Assim,
〈xG〉 = 〈x〉 que tem posto 1 e o resultado vale trivialmente. Suponhamos, enta˜o, que
n > 0 e que o resultado vale para qualquer grupo H que satisfaz as hipo´teses do lema
e para todo todo y em H tal que |H : CH(y)| = pl com l < n.
Seja M = 〈xG〉. Temos, pelo Lema 1.21, que M possui classe de nilpoteˆncia,
no ma´ximo, c − 1, assim, pelo Teorema 1.42, e´ suficiente mostrar que d(M) e´ {n, c}-
limitado. Pelo Teorema de Bases de Burnside, d(M) coincide com o posto de M/Φ(M).
Assim, passando ao quociente G/Φ(M), se necessa´rio, podemos assumir, sem perda de
generalidade, que M e´ abeliano elementar.
Tome N como sendo um subgrupo maximal de G contendo M . Observe que N
existe, pois G e´ finito. Considere L = 〈xN〉. Por hipo´tese de induc¸a˜o, temos que
rk(L) = d e´ {n, c}-limitado. Usaremos, agora, induc¸a˜o sobre d. Tome a ∈ L ∩ Z(N) e
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b ∈ G\N . Note que G e´ nilpotente, logo todo subgrupo maximal e´ normal e, portanto,
N / G. Ale´m disso, G = 〈N, b〉, pois N e´ maximal e b /∈ N .
Vamos provar agora que K = 〈aG〉 e´ gerado por {a, [a, b], [a, b, b], ...}. Observe que
dado S = {a, [a, b], [a, b, b], ...} temos que S ⊆ K, logo 〈S〉 ≤ K. Assim, basta mostrar
que qualquer elemento de aG esta´ em 〈S〉. Disso segue que K ≤ 〈S〉 e, portanto, temos
a igualdade. Como N / G, dado g ∈ G, temos que g = nbi para algum n ∈ N e algum









para qualquer n em N e todo 0 ≤ i ≤ o(b) − 1. Assim, usando as propriedades dos
comutadores, temos que
anb = ab = a[a, b] ∈ 〈S〉.
Suponha, por induc¸a˜o, que para todo k < i temos que anb
k
esta´ em 〈S〉. Assim, existem







)b = (x1 · · ·xt)b = xb1 · · ·xbt .
Note que, para todo 1 ≤ j ≤ t, temos que se xj esta´ em S, enta˜o, xbj = xj[xj, b] que
esta´ em 〈S〉 e, se xj esta´ em S−1, enta˜o, temos que xbj = (lb)−1 = (l[l, b])−1, para algum
l ∈ S, que tambe´m esta´ em 〈S〉. Portanto, K ≤ 〈S〉, como quer´ıamos.
Observe que o nu´mero de geradores de K e´, no ma´ximo, c, pois G tem classe de
nilpoteˆncia, no ma´ximo, c, enta˜o o posto de K e´ menor ou igual a c. Note que K /G e
K 6= 1. Aplicando a hipo´tese indutiva em G/K obtemos que o posto de M/K e´ {n, c}-
limitado. Portanto, como o posto de K e´ {c}-limitado, pelo Corola´rio 1.40, temos que
o posto de M e´ {n, c}-limitado, como quer´ıamos.
Lema 3.5. Sejam p um nu´mero primo ı´mpar e G um p-grupo com uma involuc¸a˜o φ
tal que G = [G, φ]. Considere M um subgrupo normal φ-invariante de G e assuma que
|CM(φ)| = pn, onde n ∈ N. Enta˜o, M ≤ Z2n+1(G).
Demonstrac¸a˜o: Faremos a prova por induc¸a˜o sobre n. Se n = 0, temos que CM(φ) =
1, assim, pelo Lema 3.2 (iii), M ≤ Z([G, φ]) = Z(G) = Z1(G). Suponhamos, enta˜o, que
n > 0 e que o resultado e´ verdadeiro para qualquer grupo H que satisfaz as hipo´teses
do lema e para todo subgrupo K normal φ-invariante de H tal que |CK(φ)| = pl com
l < n. Seja N = M ∩ Z2(G).
Se N  Z(G), enta˜o, pelo Lema 3.2 (iii), temos que CN(φ) 6= 1. Pelo Lema 3.2 (ii),
temos que
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|CM/N(φ)| = |CM(φ)N/N | = |CM(φ)|/|CM(φ) ∩N |,
mas, 1 6= CN(φ) ≤ CM(φ) ∩ N e |CM(φ)| = pn, logo |CM/N(φ)| < pn. Note que
G/N = [G/N, φ] e´ um p-grupo e M/N e´ subgrupo normal φ-invariante de G/N com
|CM/N(φ)| = pk < pn, assim, por hipo´tese de induc¸a˜o, onde G e M sa˜o substitu´ıdos
por G/N e M/N respectivamente, temos que
M/N ≤ Z2k+1(G/N) ≤ Z2(n−1)+1(G/N) ≤ Z2n−1(G/N).
Agora, pelo Teorema 1.15, temos que
Z2n−1(G/N) = {xN ∈ G/N | [xN, g1N, ..., g2n−1N ] = 1, ∀ g1, ..., g2n−1 ∈ G},
assim, xN ∈ Z2n−1(G/N) se, e somente se
[x, g1, ..., g2n−1] ∈ N = M ∩ Z2(G).
Mas, se [x, g1, ..., g2n−1] esta´ em Z2(G), enta˜o, pelo Teorema 1.15, temos que
[[x, g1, ..., g2n−1], g2n, g2n+1] = [x, g1, ..., g2n+1] = 1.
Note que, dadom ∈M , temos quemN ∈M/N ≤ Z2n−1(G/N), enta˜o [m, g1, ..., g2n+1] =
1 para todo g1, ..., g2n+1 ∈ G, logo M ≤ Z2n+1(G).
Considere, agora, o caso N ≤ Z(G). Temos que N = M ∩ Z2(G) ≤ M ∩ Z(G) ≤
M ∩ Z2(G). Logo, M ∩ Z(G) = M ∩ Z2(G). Vamos provar por induc¸a˜o sobre i que
M ∩ Z(G) = M ∩ Zi(G) para todo i ≥ 2. Ja´ temos que M ∩ Z(G) = M ∩ Z2(G).
Suponha, enta˜o, que i > 2 e que para todo k < i temos que M ∩ Z(G) = M ∩ Zk(G).
Lembramos que
Zi(G) = {x ∈ G | [x, g] ∈ Zi−1(G), ∀ g ∈ G}.
Por um lado e´ o´bvio que M ∩ Z(G) ≤ M ∩ Zi(G). Para provar que M ∩ Zi(G) ≤
M ∩ Z(G) = M ∩ Zi−1(G) tome m em M ∩ Zi(G). Temos que para todo g ∈ G,
[m, g] ∈ Zi−1(G) e [m, g] ∈ M , pois M e´ normal em G, logo, o comutador [m, g] esta´
em M ∩ Zi−1(G) = M ∩ Zi−2(G). Note que, como [m, g] esta´ em Zi−2(G) para todo g
em G, enta˜o m ∈ Zi−1(G). Portanto,
M ∩ Z(G) = M ∩ Zi(G),
para todo i ≥ 2. Como G e´ nilpotente temos que G = Zs(G) para algum s, assim, em
particular, segue que M ∩ Z(G) = M ∩ G = M , assim M ≤ Z(G) ≤ Z2n+1(G), como
quer´ıamos. Isso conclui a demonstrac¸a˜o.
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Lema 3.6. Seja G um p-grupo, com p ı´mpar, admitindo uma involuc¸a˜o φ tal que
|CG(φ)| = pm. Enta˜o G conte´m um subgrupo φ-invariante J com classe de nilpoteˆncia,
no ma´ximo, dois e ı´ndice, no ma´ximo, pf1(m), onde f1(m) = 1
2 + 22 + · · ·+m2.
O Lema 3.6 sera´ usado para demonstrar o resultado seguinte. Sua prova sera´
omitida, mas pode ser vista em [Lemma 2.3, [8]].
Lema 3.7. Sejam p um primo ı´mpar e G um p-grupo admitindo uma involuc¸a˜o φ
tal que G = [G, φ]. Assuma que CG(φ) e´ r-gerado. Enta˜o, existe um nu´mero m,
r-limitado, tal que G′ e´ m-gerado.
Demonstrac¸a˜o: Pelo Teorema de Bases de Burnside, o nu´mero minimal de geradores
de G′ e´ igual ao posto de G′/Φ(G′), assim, passando ao quociente G/Φ(G′), se ne-
cessa´rio, podemos assumir, sem perda de generalidade, que G′ e´ abeliano elementar.
Vamos mostrar inicialmente que CG(φ) ≤ G′. Considerando o quociente G/G′ e´ sufici-
ente mostrar que CG/G′(φ) = 1. De fato, como G
′ e´ um subgrupo caracter´ıstico de G,
em particular e´ um subgrupo normal φ-invariante de G, pelo Lema 3.2 (ii), temos que
CG/G′(φ) = CG(φ)G
′/G′.
Logo, se CG/G′(φ) for 1 segue que CG(φ) ≤ G′. Temos que G/G′ e´ um p-grupo abeliano,
com p ı´mpar, e possui um automorfismo φ de ordem 2, enta˜o, pelo Teorema 1.30, temos
que
G/G′ = [G/G′, φ]× CG/G′(φ).
Mas, G = [G, φ], assim, G/G′ = [G/G′, φ] e, portanto, CG/G′(φ) = 1, como quer´ıamos.
Como CG(φ) ≤ G′ e estamos supondo que G′ e´ abeliano elementar, temos que CG(φ)
e´ abeliano elementar, assim, sendo CG(φ) r-gerado, segue que |CG(φ)| = pk para algum
k ≤ r.
Faremos induc¸a˜o sobre k. Se k = 0 temos que |CG(φ)| = 1, assim, G possui um
automorfismo livre de pontos fixos de ordem 2, logo, pelo Teorema 1.28, temos que G
e´ abeliano e disso segue que G′ = 1 completando o resultado. Suponha, enta˜o, que
k > 0 e que para qualquer grupo que satisfaz as condic¸o˜es do lema com |CG(φ)| = pl,
onde l < k, o resultado e´ verdadeiro. Considere N = 〈xG〉, o fecho normal em G de
algum elemento na˜o trivial x em CG(φ). Observe que N /G e, como x esta´ em CG(φ),
N ≤ CG(φ), logo N e´ um subgrupo normal φ-invariante de G. Como G = [G, φ] segue
que G/N = [G/N, φ]. Ale´m disso, pelo Lema 3.2 (ii), temos que
CG/N(φ) = CG(φ)N/N = CG(φ)/N ,
assim,
|CG/N(φ)| = |CG(φ)||N | .
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Note que, como x e´ um elemento na˜o trivial de CG(φ), enta˜o |N | 6= 1, assim, |CG/N(φ)| <
|CG(φ)|. Considere, enta˜o, que |CG/N(φ)| = ps, com s < k. Como G′ e´ abeliano elemen-
tar, segue que CG/N(φ) e´ s-gerado, assim, por hipo´tese de induc¸a˜o aplicada ao quociente
G/N , temos que (G/N)′ = G′/N e´ m1-gerado, onde m1 e´ um nu´mero que depende so-
mente de k. Em particular, temos que |G′/N | ≤ pm1 . Enta˜o, e´ suficiente mostrar que
existem uma func¸a˜o t(k) dependendo somente de k e um elemento x ∈ CG(φ) tais que
〈xG〉 tem posto, no ma´ximo, t(k). De fato, como G′ e´ abeliano elementar, sendo G′/N
m1-gerado e N de posto, no ma´ximo t(k), segue que G
′ e´ m-gerado, onde m e´ uma
func¸a˜o que depende apenas de k. O resultado segue lembrando que k ≤ r.
Agora, pelo Lema 3.5, aplicado com M = G, como |CG(φ)| = pk, temos que
G ≤ Z2k+1(G). Em outras palavras, temos que G tem classe de nilpoteˆncia, no ma´ximo,
2k+ 1. Pelo Lema 3.4, o posto de 〈xG〉 e´ k-limitado sempre que |G : CG(x)| ≤ pf para
algum nu´mero f k-limitado. Mostraremos a seguir que sempre existem um elemento x
em CG(φ) e um nu´mero f que satisfazem as condic¸o˜es acima.
Pelo Lema 3.6, G conte´m um subgrupo φ-invariante J com classe de nilpoteˆncia,
no ma´ximo, dois e ı´ndice, no ma´ximo, pf1 para algum nu´mero f1 k-limitado. Seja
H = [J, φ]. Pelo Teorema 1.34, temos que [J, φ, φ] = [J, φ], logo H = [H,φ] e, por
um argumento ana´logo ao feito anteriormente, CH(φ) ≤ H ′. Como J tem classe de
nilpoteˆncia, no ma´ximo, dois temos que H tem classe de nilpoteˆncia, no ma´ximo, dois,
logo
[CH(φ), H] ≤ [H ′, H] = γ3(H) = 1
e, portanto, CH(φ) e´ central em H. Note que H/CH(φ) possui uma involuc¸a˜o φ agindo
livre de pontos fixos, logo, pelo Teorema 1.28, temos que H/CH(φ) e´ abeliano, assim,
H ′ ≤ CH(φ) e disso segue que H ′ = CH(φ). Logo, H ′ ≤ CG(φ). Note que, como









Mas, J e´ um subgrupo φ-invariante de G, assim φ e´ um automorfismo de J que age de
forma coprima, logo, pelo Teorema 1.30, temos que
J = CJ(φ)[J, φ] = CJ(φ)H,
assim, como CJ(φ) ≤ CG(φ), temos que H ≤ J ≤ HCG(φ), portanto, usando o fato de
que |HCG(φ) : H| ≤ pk, temos que |J : H| ≤ pk, logo
|G : H| = |G : J ||J : H| ≤ pf1pk = pf1+k
e disso segue que o ı´ndice de H em G e´, no ma´ximo, pf2 , onde f2 = k + f1.
Se H ′ 6= 1, podemos escolher 1 6= x ∈ H ′. Note que, como CH(φ) = H ′ ≤ Z(H),
temos que H ≤ CG(x), assim, como o ı´ndice de H em G e´, no ma´ximo, pf2 , segue que
o ı´ndice |G : CG(x)| ≤ pf2 , o que completa a prova no caso em que H e´ na˜o abeliano.
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Agora, suponha que H ′ = 1, ou seja, que H e´ abeliano. Como H ′ = CH(φ), temos
que φ e´ uma involuc¸a˜o livre de pontos fixos em H, logo, pelo Teorema 1.28, temos que
hφ = h−1 para todo h em H.
Se H e´ normal em G, pelo Lema 3.2 (iii), H ≤ Z([G, φ]) = Z(G), logo H ≤ CG(x)
para todo x em G e, assim, |G : CG(x)| ≤ pf2 para todo x em G.
Considere, enta˜o, o caso em que H na˜o e´ normal em G. Temos que G = [G, φ]
e, pelo Lema 3.2 (i), 〈I〉 = [G, φ], onde I = {x ∈ G | xφ = x−1}. Assim, existe
um elemento y em G tal que y na˜o normaliza H e yφ = y−1. Escolha h em H tal que
hy /∈ H. Pelo Lema 3.2, como G = ICG(φ), podemos escrever hy = ab, onde aφ = a−1 e
b ∈ CG(φ). Se b = 1, ter´ıamos que hy = a e aplicando φ em ambos os lados obter´ıamos
que
(hy)φ = yh−1y−1 = y−1h−1y = aφ,
e disso seguiria que h e y comutam, o que seria uma contradic¸a˜o, assim podemos
assumir que b 6= 1. Considere K = Hy e L = Kφ ∩K. Note que K e´ abeliano, pois H
e´ abeliano, logo ab centraliza L. Dado x em L temos que x esta´ em Kφ, logo x = kφ,
para algum k em K, assim, como φ tem ordem 2, obtemos que xφ = (kφ)φ = k que esta´
em K. Por outro lado, x esta´ K, logo xφ esta´ em Kφ e, portanto, temos que xφ ∈ L,
logo L e´ φ-invariante. Assim, como ab esta´ em CG(L), segue que (ab)
φ = a−1b pertence
a` CG(L), pois para todo x ∈ L temos que
[xφ, (ab)φ] = [x, ab]φ = 1φ = 1.
Logo (a−1b)(ab)−1 ∈ CG(L) e, portanto, (a−1)2 esta´ em CG(L). Como G tem ordem
ı´mpar, obtemos que a esta´ em CG(L) e, consequentemente, temos que b pertence a`
CG(L). Logo, L ≤ CG(b) e, com isso, temos que |G : CG(b)| ≤ |G : L|. Agora, note
que |G : L| ≤ |G : K||G : Kφ| ≤ p2f2 , logo
|G : CG(b)| ≤ p2f2 ,
obtendo o elemento x = b e a func¸a˜o desejados para este caso. Com isso, conclu´ımos a
prova do lema.
Note que, pelo Lema 3.7, temos que para um p-grupo G, dentro das hipo´teses do
enunciado, podemos limitar o nu´mero de geradores do subgrupo derivado de G a partir
do nu´mero de geradores do subgrupo de pontos fixos de φ em G.
O pro´ximo resultado sera´ a ferramenta chave para a prova do teorema principal
deste cap´ıtulo, Teorema 3.10, que consiste em limitar o posto do subgrupo derivado de
um grupo G = [G, φ], onde φ e´ uma involuc¸a˜o de G, a partir do posto do subgrupo de
pontos fixos de φ em G.
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Lema 3.8. Sejam p um primo ı´mpar e G um p-grupo admitindo uma involuc¸a˜o φ tal
que G = [G, φ] e CG(φ) tem posto r. Considere s(r) = s dado como no Lema 3.3.
Enta˜o, γ2s+1(G) e´ powerful.
Demonstrac¸a˜o: Seja N = γ2s+1(G). Temos que mostrar que N/N
p e´ abeliano, ou
seja, que N ′ ≤ Np. Sem perda de generalidade, podemos passar ao quociente N/Np e,
assim, assumir que N tem expoente p. Logo, vamos provar que N e´ abeliano. Note que
CN(φ) ≤ N tem expoente p, ale´m disso, CG(φ) tem posto r, logo, como CN(φ) ≤ CG(φ),
temos que rk(CN(φ)) ≤ rk(CG(φ)) = r. Assim, pelo Lema 3.3, temos que |CN(φ)| ≤ ps.
Observe que, como N e´ caracter´ıstico em G, N e´ um subgrupo normal φ-invariante
de G. Como |CN(φ)| ≤ ps, pelo Lema 3.5, temos que N ≤ Z2s+1(G). Agora, dados
n1, n2 ∈ N , temos que N = γ2s+1(G) e N ≤ Z2s+1(G), assim pelo Corola´rio 1.18, temos
que [n1, n2] ∈ [γ2s+1(G), Z2s+1(G)] = 1 e, portanto, N ′ = 1. Logo N e´ abeliano, como
quer´ıamos e o resultado segue.
O resultado a seguir, nas hipo´teses do lema anterior, nos fornece informac¸o˜es sobre
o nu´mero de geradores dos termos γi(G) da se´rie central descendente de G quando
i ≥ 2.
Lema 3.9. Sejam p um primo ı´mpar e G um p-grupo admitindo uma involuc¸a˜o φ tal
que G = [G, φ] e CG(φ) tem posto r. Enta˜o, para qualquer inteiro i ≥ 2, existe um
nu´mero mi dependendo somente de i e r tal que γi(G) e´ mi-gerado.
Demonstrac¸a˜o: Sejam i ≥ 2 e N = γi(G). Pelo Teorema de Base de Burnside, o
nu´mero minimal de geradores de N coincide com o posto de N/Φ(N), assim, passando
ao quociente G/Φ(N), se necessa´rio, podemos supor, sem perda de generalidade, que
N e´ abeliano elementar. Em particular, CN(φ) e´ abeliano elementar e, como o posto
de CG(φ) e´ igual a r, temos que |CN(φ)| ≤ pr. Assim, pelo Lema 3.5, temos que
N ≤ Z2r+1(G). Note que dados y1, ..., y2r+i elementos de G, temos que [y1, ..., yi] ∈
γi(G) = N ≤ Z2r+1(G), logo, pelas propriedades de Z2r+1(G), segue que
[[y1, ..., yi], yi+1, ..., yi+2r] = [y1, ..., yi+2r] = 1.
Portanto, γ2r+i+1(G) = 1 e, assim, G tem classe de nilpoteˆncia, no ma´ximo, 2r + i.
Agora, pelo Lema 3.7, temos que o nu´mero minimal de geradores de G′ e´ r-limitado.
Ale´m disso, G′ tem classe de nilpoteˆncia {i, r}-limitada, assim, pelo Teorema 1.42, o
posto de G′ e´ {i, r}-limitado. Mas, N = γi(G) ≤ γ2(G) = G′ e, assim, pela definic¸a˜o
de posto de G′ temos que N e´ mi-gerado para algum nu´mero mi limitado em termos
de i e de r.
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O teorema a seguir tem como objetivo limitar o posto do subgrupo derivado de
um p-grupo G, admitindo uma involuc¸a˜o φ tal que G = [G, φ], a partir do posto do
subgrupo de pontos fixos de φ em G. Para demonstrar esse resultado iremos usar um
subgrupo powerful, N , que e´ um dos termos da se´rie central descendente de G dado no
Lema 3.8. Estimamos o posto de G′ a partir do posto de N e do posto de G′/N . Para
limitar o posto de N , aplicaremos primeiro o Lema 3.9 que nos fornece um limite para
o nu´mero minimal de geradores de N e, em seguida, usaremos o fato de que, como N
e´ powerful, d(N) = rk(N).
Teorema 3.10. Seja G um p-grupo finito admitindo uma involuc¸a˜o φ tal que G =
[G, φ] e rk(CG(φ)) ≤ r. Enta˜o, o posto de G′ e´ r-limitado.
Demonstrac¸a˜o: Como G = [G, φ] = 〈x−1xφ|x ∈ G〉 e φ tem ordem 2, enta˜o p e´
ı´mpar. Sejam s = s(r) dado no Lema 3.3 e N = γ2s+1(G). Considere d o nu´mero
minimal de geradores de N . Pelo Lema 3.9, temos que d e´ r-limitado. Ale´m disso, pelo
Lema 3.8, N e´ powerful, logo, aplicando o Teorema 2.11, temos que rk(N) = d. Mas,
pelo Lema 3.7, temos que G′ e´ m-gerado, onde m e´ r-limitado. Observe que para todo
i ≥ 1 temos que
γi(G
′/N) = γi(G′)N/N ,
assim, γ2s+1(G
′/N) = γ2s+1(G′)N/N , mas γ2s+1(G′) ≤ γ2s+1(G) = N , logo, obtemos
que γ2s+1(G
′/N) = 1 e, como s = s(r), temos que a classe de nilpoteˆncia de G′/N
tambe´m e´ r-limitada. Agora, como G′/N e´ nilpotente com nu´mero minimal de gerado-
res e classe de nilpoteˆncia r-limitados, pelo Teorema 1.42, temos que o posto de G′/N
e´ r-limitado.
Pelo Corola´rio 1.40, sabemos que
rk(G′) ≤ rk(G′/N) + rk(N).
Portanto, como rk(G′/N) e rk(N) sa˜o r-limitados, conclu´ımos que rk(G′) e´ r-limitado.
Cap´ıtulo 4
Grupos de Ordem I´mpar admitindo
uma Involuc¸a˜o
Neste cap´ıtulo iremos considerar p um primo ı´mpar fixado. Dado um grupo finito
solu´vel G, denotaremos por rp(G) e lp(G) o posto de um p-subgrupo de Sylow e o p-
comprimento de G, respectivamente. Lembramos que o p-comprimento lp(G) e´ definido
como o nu´mero de p-fatores da p-se´rie descendente de G
1 ≤ Op′(G) ≤ Op′,p(G) ≤ Op′,p,p′(G) ≤ · · · .
Nosso objetivo principal aqui e´ provar uma generalizac¸a˜o para a Teorema 3.10
do cap´ıtulo anterior, que diz que dado um grupo G de ordem ı´mpar admitindo uma
involuc¸a˜o φ tal que G = [G, φ] e rp(CG(φ)) ≤ r, enta˜o temos que rp(G′) e´ r-limitado.
Veremos, tambe´m, que em muitos dos resultados do cap´ıtulo anterior a hipo´tese de G
ser um p-grupo finito na˜o e´ essencial.
Os teoremas a seguir na˜o sera˜o demonstrados, mas suas provas podem ser vistas
em [Theorem 3.2, [6]] e em [Theorem 3.23, [22]].
Teorema 4.1. Se um p-grupo abeliano elementar H e´ visto como um espac¸o vetorial
sobre Fp, enta˜o AutH e´ isomorfo ao grupo de transformac¸o˜es lineares na˜o singulares
de H.
Teorema 4.2. (Zassenhaus) Seja G um grupo linear de grau n sobre um corpo ar-
bitra´rio. Se G e´ solu´vel, enta˜o o comprimento derivado de G e´ n-limitado.
O resultado a seguir relaciona lp(G) e rp(G) quando G e´ um grupo finito solu´vel,
mostrando que lp(G) e´ limitado em func¸a˜o de rp(G).
Lema 4.3. Se G e´ um grupo finito solu´vel, enta˜o lp(G) e´ rp(G)-limitado.
Demonstrac¸a˜o: Observe que Op′(G) e´ o maior p
′-subgrupo normal de G e lp(G) e´
definido como sendo o nu´mero de p-fatores da p-se´rie descendente, assim temos que
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lp(G) = lp(G/Op′(G)) e, portanto, podemos assumir, sem perda de generalidade, que
Op′(G) = 1. Sejam M = Op(G)/Φ(Op(G)) e A = G/Φ(Op(G)). Temos que M e´ normal
em A, assim A/M age sobre M , pois basta considerar a ac¸a˜o dada por (aM, x) 7→
x(aM) := xa, onde (aM, x) esta´ em A/M ×M . Note que, como Φ(Op(G)) ≤ F (Op(G))
e estamos supondo que Op′(G) = 1, temos que
F (A) = F (G/Φ(Op(G))) = F (G)/Φ(Op(G)) = Op(G)/Φ(Op(G)) = M .
Ale´m disso, como G e´ solu´vel, temos CA(F (A)) ≤ F (A) e disso segue que CA(M) ≤M ,
logo, A/M age fielmente sobre M . Agora, G/Op(G) ∼= A/M , assim, conclu´ımos que
G/Op(G) age fielmente sobre M . Logo, temos que G/Op(G) e´ isomorfo a um subgrupo
de AutM .
Pelo Teorema 4.1, comoM e´ um p-grupo abeliano elementar que pode ser visto como
um espac¸o vetorial sobre Fp, temos que AutM e´ isomorfo ao grupo de transformac¸o˜es
lineares na˜o singulares de M . Assim, pelo Teorema 4.2 de Zassenhaus, temos que o
comprimento derivado de G/Op(G) e´ limitado em termos de dimM , que e´, no ma´ximo,
rp(G), o que conclui a prova do lema.
O lema seguinte e´ uma extensa˜o do Lema 3.5 visto no cap´ıtulo anterior.
Lema 4.4. Seja G um grupo de ordem ı´mpar admitindo uma involuc¸a˜o φ tal que G =
[G, φ]. Considere M um p-subgrupo normal φ-invariante de G tal que |CM(φ)| ≤ pn.
Enta˜o M ≤ Z2n+1(Op(G)).
Demonstrac¸a˜o: A prova e´ praticamente ideˆntica a` prova do Lema 3.5. Lembramos
que
Op(G) = 〈K ≤ G | K e´ um p-subgrupo normal de G〉,
enta˜o M ≤ Op(G). Assim, e´ natural esperar que o papel que G desempenhava na
demonstrac¸a˜o do Lema 3.5 seja desempenhado aqui por Op(G). Faremos a prova por
induc¸a˜o sobre n. Se n = 0, temos que |CM(φ)| = 1, logo, pelo Lema 3.2 (iii), temos que
M ≤ Z([G, φ]) = Z(G) ≤ Z(Op(G)) = Z1(Op(G)). Suponha, enta˜o, que n ≥ 1 e que
o resultado e´ va´lido para todo grupo H de ordem ı´mpar que admite uma involuc¸a˜o ψ
tal que H = [H,ψ] e todo p-subgrupo normal ψ-invariante L de H com |CL(ψ)| = pk,
onde k < n. Seja N = M ∩ Z2(Op(G)).
Se N  Z(Op(G)), enta˜o N  Z(G) e temos, pelo Lema 3.2 (iii), que CN(φ) 6= 1,
assim, pelo Teorema 1.24, |CM/N(φ)| < |CM(φ)|. Logo, por hipo´tese de induc¸a˜o, temos
que
M/N ≤ Z2n−1(Op(G/N)),
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pois M/N e´ um p-subgrupo normal φ-invariante de G/N tal que |CM/N(φ)| < pn.
Pelo Lema 1.4, como N e´ um p-subgrupo normal de G, temos que Op(G/N) =
Op(G)/N . Ale´m disso,
Z2n−1(Op(G)/N) = {xN ∈ Op(G)/N |[xN, g1N, ..., g2n−1N ] = 1∀g1, ..., g2n−1 ∈ Op(G)},
logo
Z2n−1(Op(G)/N) = {xN ∈ Op(G)/N | [x, g1, ..., g2n−1] ∈ N ∀ g1, ..., g2n−1 ∈ Op(G)},
assim, se xN ∈ Z2n−1(Op(G)), temos que [x, g1, ..., g2n−1] esta´ em Z2(Op(G)) para todos
g1, ..., g2n−1 em Op(G). Disso segue que
[x, g1, ..., g2n+1] = 1 ∀ g1, ..., g2n+1 ∈ Op(G),
portanto, x ∈ Z2n+1(Op(G)). Assim, dado m ∈ M , como M/N ≤ Z2n−1(Op(G/N)),
temos que m ∈ Z2n+1(Op(G)), logo M ≤ Z2n+1(Op(G)), como quer´ıamos.
Se N ≤ Z(Op(G)), temos que
N = M ∩ Z2(Op(G)) ≤M ∩ Z(Op(G)) ≤M ∩ Z2(Op(G)),
logo
M ∩ Z2(Op(G)) = M ∩ Z(Op(G))
e disso segue que
M ∩ Z(Op(G)) = M ∩ Zi(Op(G)) ∀ i ∈ N.
Portanto, M∩Z(Op(G)) = M∩Op(G) = M e, assim, M ≤ Z(Op(G)) ≤ Z2n+1(Op(G)),
o que completa a prova.
O teorema a seguir e´ o principal resultado deste cap´ıtulo que fornece uma genera-
lizac¸a˜o do Teorema 3.10 visto no cap´ıtulo anterior.
Teorema 4.5. Seja G um grupo de ordem ı´mpar admitindo uma involuc¸a˜o φ tal que
G = [G, φ] e rp(CG(φ)) ≤ r. Enta˜o rp(G′) e´ r-limitado.
Demonstrac¸a˜o: Seja l = lp(G) o p-comprimento de G. Por um resultado de Thomp-
son [26], l e´ limitado em termos de lp(CG(φ)) e, pelo Lema 4.3, lp(CG(φ)) e´ limitado
em termos de rp(CG(φ)), logo lp(CG(φ)) e´ r-limitado. Assim, temos que l e´ r-limitado.
Usaremos induc¸a˜o sobre l para mostrar que rp(G
′) e´ {l, r}-limitado.
Se l = 1, enta˜o, temos que
1 ≤ Op′(G) ≤ Op′,p(G) = G
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Agora, Op′,p(G) e´ o u´nico subgrupo normal deG tal queOp(G/Op′(G)) = Op′,p(G)/Op′(G)
que e´ um p-grupo, logo G/Op′(G) e´ um p-grupo. Como G = [G, φ] e Op′(G) e´ φ-
invariante, temos que G/Op′(G) = [G/Op′(G), φ]. Ale´m disso, pelo Lema 3.2 (ii),
CG/Op′ (G)(φ) = CG(φ)Op′(G)/Op′(G),
assim, obtemos que o posto de CG/Op′ (G)(φ) e´, no ma´ximo, rp(CG(φ)) ≤ r. Do Teo-
rema 3.10 segue que o posto de (G/Op′(G))
′ e´ r-limitado. Lembrando, por fim, que
G/Op′(G) = Op(G/Op′(G)), obtemos que rp(G
′) e´ r-limitado.
Suponha, enta˜o, que l ≥ 2 e que o resultado e´ verdadeiro para todo grupo H de
ordem ı´mpar satisfazendo as hipo´teses com p-comprimento menor que l. Note que,
podemos assumir que Op′(G) = 1, pois, lp(G) = lp(G/Op′(G)). Sejam T = Op(G) e
P = T ∩G′.
Notemos que o grupo quociente G/P e´ tal que lp(G/P ) = l−1, assim, por hipo´tese
indutiva sobre l, sabemos que rp((G/P )
′) e´ {l, r}-limitado, ou seja, rp(G′/P ) e´ {l, r}-
limitado. O nosso objetivo e´ provar que rp(G
′) e´ {l, r}-limitado, mas como temos que,
pelo Corola´rio 1.40
rp(G
′) ≤ rk(P ) + rp(G′/P ),
e´ suficiente mostrar que
o posto de P e´ {l, r}-limitado. (∗∗)
A seguir vamos desenvolver o argumento teo´rico para mostrar que a afirmac¸a˜o (∗∗)
e´ verdadeira e, para isso, vamos considerar a seguinte hipo´tese que resume as condic¸o˜es
com as quais iremos trabalhar daqui para frente.
Hipo´tese 4.6. Seja G um grupo de ordem ı´mpar admitindo uma involuc¸a˜o φ tal que
G = [G, φ] e rp(CG(φ)) ≤ r. Assuma que lp(G) = l ≥ 2, Op′(G) = 1 e que para todo
grupo H que satisfaz as condic¸o˜es acima com p-comprimento, no ma´ximo, l− 1 temos
que rp(H
′) e´ r-limitado. Denote por T = Op(G) e P = T ∩G′.
Lema 4.7. Assuma a Hipo´tese 4.6 e suponha que P e´ abeliano elementar. Enta˜o,
temos que |P | ≤ pm, para algum nu´mero m r-limitado.
Demonstrac¸a˜o: Sejam Q = Op,p′(G) e S um p
′-subgrupo de Hall φ-invariante de Q.
Considere, tambe´m, R = [P, S]. Note que [T,G] esta´ contido em P = T ∩ G′, pois T
e´ normal em G. Assim, temos que [S,G, P ] esta´ em [S,G, T ] ≤ [S, P ] = R e [G,P, S]
esta´ contido em [G, T, S] ≤ [P, S] = R. Logo, pelas propriedades dos comutadores,
temos que [P, S,G] = [R,G] esta´ em R e disso segue que R e´ normal em G.
Note que, como P e´ um p-grupo e S e´ um p′-grupo, pelo Teorema 1.34, temos que
R = [P, S] = [R, S], logo G/R possui um p′-subgrupo de Hall normal que e´ a imagem
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de S em G/R. Portanto, o quociente G/R tem p-comprimento, no ma´ximo, l − 1,
logo, por hipo´tese, temos que rp(G
′/R) e´ r-limitado. Observe que P e´ um p-subgrupo
de G′, logo esta´ contido em um p-subgrupo de Sylow de G′, assim, rk(P ) ≤ rp(G′).
Agora, pelo Corola´rio 1.40, para provar que rp(G
′) e´ r-limitado, precisamos mostrar
apenas que o posto de R e´ r-limitado. Por outro lado, se provarmos que o posto de P
e´ r-limitado, como P e´ abeliano elementar, teremos o resultado. Assim, resta mostrar
que o posto de R e´ r-limitado.
Temos que CR(φ) ≤ R que esta´ em P que e´ abeliano elementar, enta˜o, se o posto
de CR(φ) e´ k, obtemos que |CR(φ)| = pk, para algum k que e´ r-limitado, ja´ que
rp(CG(φ)) ≤ r. Faremos induc¸a˜o sobre k para mostrar que o posto de R e´ r-limitado.
Se k = 0, temos que CR(φ) = 1, logo, pelo Lema 3.2 (iii), obtemos que R ≤ Z(G) e
disso segue que R = [P, S] = [R, S] ≤ [R,G] = 1. Portanto, R = 1 e o resultado segue.
Suponha, enta˜o que k > 0 e que para qualquer H dentro das hipo´teses dadas tal que
|CH(φ)| = pl, com l < k, temos que o posto de H e´ r-limitado. Como k > 0, existe um
elemento na˜o trivial x em CR(φ). Considere N = 〈xG〉. Temos que N e´ normal em R e
x esta´ em CR(φ), logo N esta´ em CR(φ), assim, N e´ um subgrupo normal φ-invariante
de R. Pelo Lema 3.2 (ii), temos que
CR/N(φ) = CR(φ)N/N = CR(φ)/N ,
mas x e´ um elemento na˜o trivial de CR(φ), logo |N | 6= 1. Assim, |CR/N(φ)| ≤ |CR(φ)|
e, por hipo´tese de induc¸a˜o, temos que o posto de R/N e´ r-limitado. Portanto, basta
mostrar que existe um elemento na˜o trivial x em CR(φ) tal que o posto de 〈xG〉 e´
r-limitado.
Tome M um subgrupo normal φ-invariante minimal de G contido em R e considere
H = G/CG(M). Note que, por construc¸a˜o, H age fielmente sobre M . Se CM(φ) = 1,
pelo Lema 3.2 (iii), temos que M ≤ Z(G). Por outro lado, temos que R = [P, S] =
[R, S] e disso segue que CR(S) = 1, o que e´ uma contradic¸a˜o, pois M ≤ CR(S) e M e´
na˜o trivial. Assim, obtemos que necessariamente CM(φ) 6= 1.
Observe que podemos ver M como um H〈φ〉-mo´dulo sobre um corpo com p ele-
mentos. Logo, pelo Teorema B de Hartley-Isaacs [7], temos que dimM e´ limitada em
termos da dimensa˜o de CM(φ). Disso segue que |M | ≤ pd para algum nu´mero d r-
limitado e, como M esta´ contido em R, o resultado segue tomando qualquer elemento
na˜o trivial de CM(φ).
Lema 4.8. Assuma a Hipo´tese 4.6 e seja m o nu´mero dado pelo Lema 4.7. Enta˜o P
e´ m-gerado.
Demonstrac¸a˜o: Vamos mostrar, inicialmente, queOp′(G/Φ(P )) = Op′(G)Φ(P )/Φ(P ).
Considere β : G → G/Φ(P ) o homomorfismo canoˆnico. Note que β(Op′(G)) =
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Op′(G)Φ(P )/Φ(P ). Como Op′(G) e´ um p
′-subgrupo normal de G, pelo Teorema da Cor-
respondeˆncia, temos que Op′(G)Φ(P )/Φ(P ) e´ um p
′-subgrupo normal de G/Φ(P ), logo,
como Op′(G/Φ(P )) e´ o maior p
′-subgrupo normal de G/Φ(p) e qualquer p′-subgrupo
subnormal de G/Φ(P ) esta´ em Op′(G/Φ(P )), temos que
Op′(G)Φ(P )/Φ(P ) ≤ Op′(G/Φ(P )).
Agora, Op′(G/Φ(P )) = H/Φ(P ) para algum H / G tal que Φ(P ) ≤ H. Observe que
|Φ(P )| e´ um p-nu´mero, pois Φ(P ) esta´ em P que e´ um p-grupo, e |H : Φ(P )| e´ um p′-
nu´mero ja´ que Op′(G/Φ(P )) = H/Φ(P ). Assim, Φ(P ) / H e (|Φ(P )|, |H : Φ(P )|) = 1,
logo, pelo Teorema 1.35 de Schur-Zassenhaus, existe um subgrupo K de H tal que K
e´ um complemento de Φ(P ) em H, ou seja, H = KΦ(P ) e K ∩ Φ(P ) = 1. Como
K e´ um complemento de Φ(P ) em H, temos que |K| = |H : Φ(P )| que e´ um p′-
nu´mero, logo K e´ um p′-subgrupo de G e disso segue que K ≤ Op′(G), assim, temos
que H = KΦ(P ) ≤ Op′(G)Φ(P ) e, portanto,
Op′(G/Φ(P )) = H/Φ(P ) ≤ Op′(G)Φ(P )/Φ(P ).
Logo, Op′(G/Φ(P )) = Op′(G)Φ(P )/Φ(P ).
Com isso, temos que
Op′(G/Φ(P )) = Op′(G)Φ(P )/Φ(P ) = 1,
pois, pela Hipo´tese 4.6, temos que Op′(G) = 1. Lembramos que, pelo Teorema de Bases
de Burnside, temos que P/Φ(P ) e´ m-gerado se, e somente se, P e´ m-gerado. Assim,
sem perda de generalidade, podemos passar ao quociente G/Φ(P ) e supor que P e´
abeliano elementar. Do Lema 4.7, obtemos que |P | ≤ pm, para algum m r-limitado e,
portanto, P e´ m-gerado, como quer´ıamos.
Lema 4.9. Seja i ≥ 2 e assuma a Hipo´tese 4.6. Enta˜o existe um nu´mero mi que e´
{i, r}-limitado tal que γi(T ) e´ mi-gerado.
Demonstrac¸a˜o: Seja N = γi(T ). Pelo Teorema de Bases de Burnside, passando ao
quociente G/Φ(N), se necessa´rio, podemos assumir, sem perda de generalidade, que N
e´ abeliano elementar. Temos que T = Op(G) e´ um p-subgrupo de G e CN(φ) ≤ N ≤ T .
Por outro lado, CN(φ) esta´ contido em CG(φ), logo CN(φ) esta´ contido em algum p-
subgrupo de Sylow de CG(φ). Como rp(CG(φ)) ≤ r e N e´ abeliano elementar, temos
que |CN(φ)| ≤ pr, assim, lembrando que N e´ caracter´ıatico, logo e´ φ-invariante, pelo
Lema 4.4, segue que
γi(T ) = N ≤ Z2r+1(T ).
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Logo, temos que P = T ∩ G′ ≤ T tem classe de nilpoteˆncia {i, r}-limitada. Agora,
pelo Lema 4.8, temos que o nu´mero minimal de geradores de P e´ r-limitado, assim,
pelo Teorema 1.42, o posto de P tambe´m e´ {i, r}-limitado. Note que N ≤ G′, sendo
i ≥ 2, logo N ≤ P e, portanto, N e´ mi-gerado, para algum nu´mero mi {i, r}-limitado,
como quer´ıamos.
Lema 4.10. Assuma a Hipo´tese 4.6 e seja s = s(r) dado pelo Lema 3.3. Enta˜o,
γ2s+1(T ) e´ powerful.
Demonstrac¸a˜o: Seja N = γ2s+1(T ). Temos que mostrar que N
′ ≤ Np. Para isso,
vamos assumir que N tem expoente p e provar que N e´ abeliano, que e´ o mesmo de
considerar o quociente N/Np e ver que N/Np e´ abeliano, logo N ′ ≤ Np. Temos que
N esta´ em T que e´ um p-subgrupo de G e CN(φ) esta´ em N . Por outro lado, CN(φ)
esta´ em CG(φ), assim, temos que CN(φ) esta´ contido em algum p-subgrupo de Sylow
de CG(φ), logo, temos que
rk(CN(φ)) ≤ rp(CG(φ)) ≤ r.
Assim, pelo Lema 3.3, como CN(φ) tem expoente p, temos que |CN(φ)| ≤ ps, onde s e´
um nu´mero que depende de r. Note que N e´ um p-subgrupo φ-invariante de G, logo,
pelo Lema 4.4, temos que
N ≤ Z2s+1(T ).
Portanto, pelo Corola´rio 1.18, temos que
N ′ = [N,N ] ≤ [γ2s+1(T ), Z2s+1(T )] = 1,
logo, N e´ abeliano, como quer´ıamos.
Lema 4.11. Assuma a Hipo´tese 4.6. Enta˜o o posto de P e´ r-limitado.
Demonstrac¸a˜o: Seja N = γ2s+1(T ) como na demonstrac¸a˜o do Lema 4.10. Pelo
Lema 4.9, temos que o nu´mero minimal de geradores de N e´ {s, r}-limitado e, como
s = s(r), temos que o nu´mero minimal de geradores de N e´ r-limitado. Como N e´
powerful, pelo Teorema 2.11, temos que o posto de N tambe´m e´ r-limitado. Observe
que, pelo Lema 4.8, o nu´mero minimal de geradores de P/N e´ r-limitado. Ale´m
disso, temos que, para todo j ≥ 1, γj(P/N) = γj(P )N/N e, como P esta´ em T ,
γj(P ) ≤ γj(T ). Logo, em particular, temos que
γ2s+1(P/N) = γ2s+1(P )γ2s+1(T )/γ2s+1(T ) = 1,
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pois γ2s+1(P ) ≤ γ2s+1(T ) e, assim, vemos que a classe de nilpoteˆncia de P/N tambe´m
e´ r-limitada, logo, pelo Teorema 1.42, o posto de P/N e´ r-limitado. Agora,
rk(P ) ≤ rk(P/N) + rk(N),
portanto, o posto de P e´ r-limitado, como quer´ıamos.
Com isso mostramos que a afirmac¸a˜o (∗∗) considerada na pa´gina 52 e´ verdadeira,
ou seja, P possui posto {l, r}-limitado e conclu´ımos a prova do Teorema 4.5.
Cap´ıtulo 5
Resultados Principais
Seja G um grupo admitindo um automorfismo φ de ordem prima p. Existem va´rios
resultados que mostram como a estrutura de CG(φ) exerce um forte impacto na estru-
tura de G. Um exemplo disso sa˜o os resultados de Higman [10] e Thompson [25], que,
juntos, nos fornecem que se CG(φ) = 1, enta˜o G e´ nilpotente com classe de nilpoteˆncia
p-limitada.
Os trabalhos de Khukhro [13], Fong [4] e Hartley and Meixner [9] mostraram que
se a ordem de CG(φ) e´ pequena, digamos |CG(φ)| ≤ m, enta˜o G possui um subgrupo
normal nilpotente N tal que o ı´ndice |G : N | e´ {m, p}-limitado e a classe de nilpoteˆncia
de N e´ p-limitada. Assim, e´ natural considerar que tipo de relac¸a˜o existe entre o posto
de CG(φ) e a estrutura de G. Por exemplo, em vista do resultado de Khukhro [13]
para grupos nilpotentes, uma questa˜o que surge e´ determinar se, dado um grupo finito
nilpotente G admitindo um automorfismo φ de ordem prima p tal que CG(φ) tem
posto r, G sempre possui um subgrupo normal N φ-invariante tal que o posto de
G/N e´ {p, r}-limitado e N possui classe de nilpoteˆncia p-limitada. Um dos resultados
principais deste cap´ıtulo traz uma resposta afirmativa para essa questa˜o quando φ tem
ordem 2.
Estudamos, anteriormente, o impacto que o posto de CG(φ) exerce sobre o grupo G,
quando φ e´ uma involuc¸a˜o. No Teorema 3.10 vimos que se G e´ um p-grupo admitindo
uma involuc¸a˜o φ tal que G = [G, φ] e rk(CG(φ)) ≤ r, enta˜o o posto de G′ e´ r-limitado.
Usando este resultado, na primeira sec¸a˜o do cap´ıtulo mostraremos que em um grupo
finito nilpotente G admitindo uma involuc¸a˜o φ tal que CG(φ) tem posto r, sempre
existe um subgrupo normal φ-invariante N com classe de nilpoteˆncia, no ma´ximo, 2 e
tal que G/N tem posto r-limitado.
Outro resultado que mostra o impacto de CG(φ) sobre a estrutura de G foi conside-
rado no Teorema 4.5, onde vimos que se G e´ um grupo finito de ordem ı´mpar admitindo
uma involuc¸a˜o φ tal que G = [G, φ] e rp(CG(φ)) ≤ r, enta˜o rp(G′) e´ r-limitado. Agora,
na segunda sec¸a˜o do cap´ıtulo, usando o Teorema 4.5, veremos que ate´ quando G na˜o
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e´ nilpotente, o posto de CG(φ) pode ter um impacto forte sobre a estrutura de G.
Mais em concreto, sera´ provado que se G e´ um grupo de ordem ı´mpar admitindo uma
involuc¸a˜o φ tal que o posto de CG(φ) e´ r-limitado, enta˜o o posto de [G, φ]
′ e´ r-limitado.
Em seguida veremos quais sa˜o as consequeˆncias disso sobre a estrutura do posto de G.
Ale´m disso, veremos como consequeˆncia que e´ ate´ poss´ıvel deduzir informac¸o˜es sobre
o comprimento derivado de G a partir do posto de CG(φ) impondo algumas condic¸o˜es
adicionais a`s anteriores sobre o grupo G.
5.1 Sobre involuc¸o˜es em grupos finitos nilpotentes
Os dois resultados que veremos a seguir sera˜o usados para demonstar o Lema 5.3.
Eles na˜o sera˜o demonstrados, mas suas provas podem ser encontradas em [Corollary
1.7.4, [14]] e [Lemma 7.44, [22]], respectivamente.
Proposic¸a˜o 5.1. Seja p um nu´mero primo e φ um automorfismo de ordem pk de um
p-grupo abeliano V , onde |CV (φ)| = pn. Enta˜o, o posto de V e´, no ma´ximo, pkn.
Lema 5.2. Seja G um p-grupo abeliano com posto finito r. Enta˜o os p-subgrupos de
Sylow de AutG sa˜o finitos e possuem posto, no ma´ximo, 1
2
r(5r − 1).
Para demonstrar o resultado principal dessa sec¸a˜o precisaremos dos seguintes lemas.
Lema 5.3. Seja G um p-grupo finito que possui um elemento φ de ordem p tal que
CG(φ) tem posto r. Enta˜o, G tem posto r-limitado.
Demonstrac¸a˜o: Seja N um subgrupo normal abeliano maximal de G. Note que N
existe, pois G e´ finito, e, como G e´ um p-grupo, temos que Z(G) 6= 1, logo N e´ na˜o
trivial.
Como N e´ normal em G, podemos considerar um automorfismo ϕ em N tal que
para todo n em N temos que nϕ = nφ, ou seja, o automorfismo dado pela conjugac¸a˜o
pelo elemento φ. Consideramos, como e´ usual, os subgrupos 〈ϕ〉 e N como subgrupos
do produto semidireto N o 〈ϕ〉.
Observe que, como φ tem ordem p como elemento de G, o automorfismo ϕ tem
ordem p. Ale´m disso, CG(φ) tem posto r e CN(ϕ) = CN(φ) ≤ CG(φ), logo o posto de
CN(ϕ) e´ r-limitado. Assim, pela Proposic¸a˜o 5.1, temos que N possui posto r-limitado.
Enta˜o, como N e´ um p-grupo abeliano com posto finito r-limitado, pelo Lema 5.2 ,
todo p-subgrupo de AutN possui posto r-limitado.
Agora, como N e´ abeliano, temos que CG(N) e´ um subgrupo normal abeliano de G




∼= H ≤ AutN ,
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temos que G/N e´ isomorfo a um p-subgrupo de AutN . Disso segue que G/N tem posto
r-limitado. Portanto, pelo Corola´rio 1.40, o resultado segue.
Lema 5.4. Sejam A e B p-grupos finitos para algum primo p. Assuma que A age
fielmente sobre B e seja r = rk(B). Enta˜o, rk(A) e´ r-limitado.
Demonstrac¸a˜o: Seja G a extensa˜o natural de B por A, ou seja, G ∼= B o A. Tome
N um subgrupo normal abeliano maximal de G e considere P = Ω1(N) o subgrupo
de N gerado por todos os elementos de N de ordem prima, ou seja, de ordem p.
Note que P e´ um p-grupo abeliano elementar. Como N e´ abeliano, temos que N esta´
contido em CG(N), que e´ um subgrupo normal abeliano de G. Mas, N e´ maximal
entre os normais abelianos em G, logo N = CG(N). Assim, como NG(N)/CG(N) e´
isomorfo a um subgrupo de AutN , obtemos que G/N e´ isomorfo a um subgrupo de
AutN . Observe que, se provarmos que N tem posto r-limitado, enta˜o, pelo Lema 5.2,
como N e´ um p-grupo abeliano, teremos que todo p-subgrupo de AutN possui posto
r-limitado. Portanto, teremos que N e G/N possuem postos r-limitados e, assim, pelo
Corola´rio 1.40, G tera´ posto r-imitado e, como A ≤ G, o resultado segue. Logo, e´
suficiente mostrar que o posto de N e´ r-limitado.
Tome {b1, b2, ..., br} um conjunto de geradores de B. Note que, como B e´ normal em
G, temos que [P, bi] ≤ B, para todo 1 ≤ i ≤ r, assim, rk([P, bi]) ≤ r. Mas, [P, bi] ≤ P ,
pois P e´ caracter´ıstico em N que e´ normal em G, e P e´ abeliano elementar, logo, temos
que |[P, bi]| ≤ pr. Considerando a ac¸a˜o de conjugac¸a˜o de P sobre B, obtemos que
|P : CP (bi)| = |O(bi)| = |{bxi | x ∈ P}| ≤ |〈b−1i bxi | x ∈ P 〉| = |[P, bi]| ≤ pr,




i=1CP (bi). Temos que
|P : S| ≤
r∏
i=1
|P : CP (bi)| ≤ pr2 .
E´ claro que S centraliza B = 〈bi | 1 ≤ i ≤ r〉 e, como A age fielmente sobre B, temos
que S ≤ B. Logo, como rk(B) = r e S ≤ P que e´ abeliano elementar, temos que
|S| ≤ pr. Agora, |P : S| ≤ pr2 , assim, obtemos que |P | ≤ pr2+r.
Por fim, note que, pelo Teorema de Bases de Burnside, o posto de N e´ o maior
nu´mero r tal que existe um subgrupo abeliano elementar de ordem pr. Mas P e´ o
maior subgrupo abeliano elementar de N , pois e´ gerado por todos os elementos de
ordem p. Logo, temos que rk(N) ≤ rk(P ) e, como ja´ t´ınhamos que rk(P ) ≤ rk(N)
por P ser um subgrupo de N , conclu´ımos que
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rk(N) = rk(P ) ≤ r2 + r.
O que demonstra o lema.
Agora temos todas as ferramentas necessa´rias para provar o resultado principal
desta sec¸a˜o.
Teorema 5.5. Seja G um grupo nilpotente finito admitindo uma involuc¸a˜o φ tal que
CG(φ) tem posto r. Enta˜o G possui um subgrupo normal φ-invariante N com classe
de nilpoteˆncia, no ma´ximo, 2 tal que o quociente G/N tem posto r-limitado.
Demonstrac¸a˜o: Como G e´ um grupo finito nilpotente, temos que G e´ o produto
direto de seus subgrupos de Sylow, digamos G = S1 × S2 × · · · × Sk. Assim, dado H
um subgrupo de G, H e´ da forma H = H1 ×H2 × · · · ×Hk, onde Hi e´ um subgrupo
de Si, para todo 1 ≤ i ≤ k. Considere di o posto de Si, para todo 1 ≤ i ≤ k. Temos
que, por definic¸a˜o de posto de Si, d(Hi) ≤ di, para todo 1 ≤ i ≤ k. Agora, H e´ um




{di}. Portanto, o posto de
G e´ igual ao ma´ximo dos postos dos subgrupos de Sylow de G, logo, podemos assumir,
sem perda de generalidade, que G e´ um p-grupo para algum primo p.
Se p = 2, pelo Lema 5.3, o posto de G e´ r-limitado. Assim, tomando N = 1, temos
que N e´ um subgrupo normal φ-invariante, com classe de nilpoteˆncia menor do que 2
e tal que G/N ∼= G tem posto r-limitado. Com isso temos o resultado.
Considere, enta˜o, o caso em que p 6= 2. Seja N = [G, φ] ∩ CG([G, φ]′). Note que
[G, φ]′ e´ normal em [G, φ] e C[G,φ]([G, φ]′) = N , logo [G, φ]/N age fielmente sobre [G, φ]′.
Observe que C[G,φ](φ) esta´ em CG(φ) que tem posto r, logo rk(C[G,φ](φ)) ≤ r e temos,
pelo Teorema 3.10, que [G, φ]′ possui posto r-limitado. Assim, aplicando o Lema 5.4
com A = [G, φ]/N e B = [G, φ]′, obtemos que o posto r1 de [G, φ]/N e´ r-limitado.
Pelo Teorema 1.30, G = CG(φ)[G, φ] e, por hipo´tese, CG(φ) tem posto r, logo, pelo
Corola´rio 1.40, G/N tem posto, no ma´ximo, r + r1 que e´ r-limitado.
Por fim, observe que N = [G, φ] ∩ CG([G, φ]′) ≤ CG([G, φ]′), logo [G, φ]′ esta´ em
CG(N). Assim, N
′ ≤ [G, φ]′ ≤ CG(N) e disso segue que
γ3(N) = [N
′, N ] ≤ [CG(N), N ] = 1.
Portanto, N tem classe de nilpoteˆncia, no ma´ximo, 2. Ale´m disso, pela definic¸a˜o de
N , N e´ um subgrupo normal φ-invariante de G e, assim, o resultado segue.
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5.2 Sobre involuc¸o˜es em grupos finitos de ordem
ı´mpar
O teorema a seguir e´ usada para demonstrar o Teorema 5.7, que e´ o resultado
principal desta sec¸a˜o. Ela na˜o sera´ demonstrada, mas sua prova pode ser vista em
[Theorem 2, [17]].
Teorema 5.6. Se cada subgrupo de Sylow de um grupo finito solu´vel G pode ser gerado
por d elementos, enta˜o G pode ser gerado por d+ 1 elementos.
Note que, do Teorema 5.6 vemos que o nu´mero de geradores de um grupo finito
solu´vel pode ser determinado pelo nu´mero ma´ximo de geradores de seus subgrupos de
Sylow. Tendo em conta a definic¸a˜o de posto, segue que para todo grupo solu´vel H
rk(H) ≤ max{rp(H) | p ∈ pi(H)}+ 1,
onde pi(H) e´ o conjunto de todos os primos que dividem a ordem de H.
Teorema 5.7. Seja G um grupo de ordem ı´mpar admitindo uma involuc¸a˜o φ tal que
rk(CG(φ)) ≤ r. Enta˜o rk([G, φ]′) e´ r-limitado.
Demonstrac¸a˜o: Note que [G, φ] esta´ contido G, logo C[G,φ](φ) ≤ CG(φ) e, como
por hipo´tese rk(CG(φ)) ≤ r, obtemos que rk(C[G,φ](φ)) ≤ r. Logo, podemos assumir
que G = [G, φ]. Pela Proposic¸a˜o 5.6, temos que, para todo grupo finito solu´vel H,
rk(H) ≤ max{rp(H) | p ∈ pi(H)} + 1. Assim, como G e´ solu´vel e, consequentemente
G′ e´ solu´vel, para limitar o posto de G′ e´ suficiente mostrar que rp(G′) e´ limitado em
termos de r, para todo p em pi(G′). Note que, o posto de CG(φ) e´ r-limitado, logo
rp(CG(φ)) e´ r-limitado. Portanto, como G e´ um grupo de ordem ı´mpar admitindo uma
involuc¸a˜o φ e estamos assumindo que G = [G, φ], pelo Teorema 4.5, temos que rp(G
′)
e´ r-limitado e, assim, o resultado segue.
Observamos que o resultado acima mostra que, como tambe´m no caso de um grupo
que na˜o e´ nilpotente, o posto do centralizador de uma involuc¸a˜o tem uma influeˆncia
forte sobre a estrutura de G. Mais em concreto, nas hipo´teses do Teorema 5.7, deno-
tando G1 = [G, φ]
′ e G2 = [G, φ], podemos construir uma se´rie normal para G dada
por
1 ≤ G1 ≤ G2 ≤ G.
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Por outro lado, dado gG2 em G/G2, a imagem de gG2 pelo automorfismo induzido
φ de G/G2 e´ g
φG2. Mas, pela definic¸a˜o de G2, temos que g
−1gφ esta´ em G2 e disso
segue que gG2 determina a mesma classe lateral de g
φG2. Com isso conclu´ımos que




e, assim, como por hipo´tese no Teorema 5.7 rk(CG(φ)) ≤ r, segue que rk(G/G2) ≤
r. Logo, na se´rie normal acima temos que rk(G1) e´ r-limitado, G2/G1 e´ abeliano e
rk(G/G2) ≤ r. Obtendo, assim, uma estrutura bem detalhada do posto de G.
A partir do Teorema 5.7 podemos provar, como corola´rio, que se G e´ um grupo
finito admitindo um 2-automorfismo livre de pontos fixos ψ e φ e´ a involuc¸a˜o de 〈ψ〉
que satisfaz rk(CG(φ)) = r, enta˜o o comprimento derivado de G e´ r-limitado. Para
demonstrar esse corola´rio precisaremos da seguinte proposic¸a˜o.
Proposic¸a˜o 5.8. Seja G um grupo finito de posto r admitindo um automorfismo livre
de pontos fixos com ordem coprima com a ordem de G. Enta˜o, o comprimento derivado
de G satisfaz
dl(G) ≤ 2r+1 − r + dlog2 re+ 5 log9(r/8) + 4,
onde dxe denota o menor inteiro maior ou igual que o nu´mero real x.
O resultado acima, devido a Shalev, na˜o sera´ provado, mas sua demonstrac¸a˜o pode
ser encontrada em [Theorem 4.7, [23]].
Note que, nas hipo´teses do Teorema 5.7, G pode ter um comprimento derivado
arbitra´rio, que na˜o e´ necessariamente limitado. Em [18], Kova´cs e Wall nos fornecem
um exemplo de um grupo finito G de ordem ı´mpar que admite uma involuc¸a˜o φ tal que
CG(φ) e´ c´ıclico, mas G possui comprimento derivado ilimitado. Tendo isso em vista,
o resultado a seguir e´ bastante interessante, ja´ que nos fornece uma situac¸a˜o em que
podemos limitar o comprimento derivado do grupo.
Corola´rio 5.9. Seja G um grupo finito admitindo um 2-automorfismo livre de pontos
fixos ψ. Seja φ a involuc¸a˜o de 〈ψ〉 e assuma que rk(CG(φ)) = r. Enta˜o, o comprimento
derivado de G e´ r-limitado.
Demonstrac¸a˜o: Pelo Teorema 1.29, temos que G tem ordem ı´mpar. Note que CG(φ)
e´ ψ-invariante, pois, dado g em CG(φ), como φ ∈ 〈ψ〉, temos que
(gψ)φ = (gφ)ψ = gψ
e, assim, gψ esta´ em CG(φ). Logo, CG(φ) admite um automorfismo livre de pontos
fixos. Como CG(φ) e´ um grupo finito com posto r admitindo um automorfismo livre
de pontos fixos, pela Proposic¸a˜o 5.8, temos que o comprimento derivado de CG(φ) e´
r-limitado. Ale´m disso, pelo Teorema 5.7, o posto de [G, φ]′ e´ r-limitado. Observe que
[G, φ] e´ ψ-invariante, pois, dado um gerador x−1xφ de [G, φ], com x em G, temos que
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(x−1xφ)ψ = (xψ)−1(xψ)φ ∈ [G, φ].
Como [G, φ]′ e´ caracter´ıstico em [G, φ], obtemos que [G, φ]′ e´ ψ-invariante e disso segue
que [G, φ]′ possui um automorfismo livre de pontos fixos. Assim, pela Proposic¸a˜o 5.8,
temos que o comprimento derivado de [G, φ]′ tambe´m e´ r-limitado. Agora, pelo Teo-
rema 1.30, sabemos que G = [G, φ]CG(φ) e, assim, o resultado segue.
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